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ПРЕДИСЛОВИЕ.

Теория представлений групп — весьма обширный раздел
математики. В данной книге изложен очень небольшой на-
чальный фрагмент этой теории, относящийся к представле-
ниям конечных групп. Объем книги примерно соответствует
односеместровому курсу лекций.

При изложении материала в книге я стремился сделать
его максимально подробным, полным и замкнутым. Чтение
книги практически не требует обращения к другой литерату-
ре. От читателя требуется лишь знание линейной алгебры и
теории групп в объеме стандартного университетского курса.
Ссылки на сведения из линейной алгебры даны по моей кни-
ге, которая теперь выложена в Интернете и бесплатна для
скачивания:

[1] Шарипов Р. А. «Курс линейной алгебры и многомерной
геометрии», БашГосУниверситет, Уфа, 1996.

Основной материал книги подготовлен на базе следующих
замечательных монографий:

[2] Наймарк М. А. «Теория представлений групп», изд-во На-
ука, Москва, 1976;

[3] Кириллов А. А. «Элементы теории представлений», изд-во
Наука, Москва, 1978.

Вопросы, касающиеся алгебры характеров для представле-
ний конечных групп, не вошли в данную книгу. Они включе-
ны в часть 2, которая будет издана отдельно.

Сентябрь, 1995 г. Р. А. Шарипов.



ГЛАВА I

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП

§ 1. Представления групп и их гомоморфизмы.

Известно, что матричные группы устроены в определенном
смысле проще абстрактных групп. Закон умножения в них
конкретен и при работе с ними можно использовать методы
линейной алгебры и анализа. Теория представлений групп
произрастает из стремления реализовать абстрактную группу
в матричной форме.

Пусть V — некоторое линейное векторное пространство
над полем комплексных чисел C. Через End(V ) обознача-
ют множество линейных операторов, отображающих V в V .
Множество невырожденных операторов из End(V ) обознача-
ется Aut(V ). Нетрудно проверить, что Aut(V ) есть группа.
Групповой операцией в ней служит операция композиции (по-
следовательного применения) двух операторов.

Определение 1.1. Представлением f группы G линейном
векторном пространстве V называется групповой гомомор-
физм f : G→ Aut(V ).

Если f — представление группы G в V , то этот факт крат-
ко записывают в виде (f,G, V ). Пусть g ∈ G — некоторый
элемент группы, тогда f(g) — невырожденный линейный опе-
ратор, действующий в пространстве V . Он называется опе-
ратором представления, соответствующим элементу g ∈ G.
Результат его применения к вектору x ∈ V обозначим че-
рез f(g)x. Запись с двумя скобками f(g)(x) также будет
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использоваться, если она в данном контексте является более
понятной. Например, f(g)(x+ y). Операторы представления
удовлетворяют следующим очевидным соотношениям:

(1) f(g1 g2) = f(g1) ◦ f(g2);
(2) f(1) = 1;
(3) f(g−1) = f(g)−1.

Определение 1.2. Пусть Let (f,G, V ) и (h,G,W ) — два
представления одной и той же группы G. Линейное отобра-
жение A : V → W называется гомоморфизмом представления
(f,G, V ) в представление (h,G,W ), если выполнено следую-
щее условие:

A ◦ f(g) = h(g) ◦A для всех g ∈ G. (1.1)

Отображение A в (1.1), осуществляющее гомоморфизм пред-
ставлений, называют иногда сплетающим отображением.

Определение 1.3. Гомоморфизм A представлений, связы-
вающий (f,G, V ) и (h,G,W ), называют изоморфизмом, если
он биективен как линейное отображение A : V → W .

Нетрудно проверить, что отношение изоморфности пред-
ставлений является отношением эквивалентности. Изоморф-
ные представления называют также эквивалентными, В тео-
рии представлений эквивалентные представления принято
считать тождественными, ибо все сколь-нибудь существенные
свойства таких представлений одинаковы.

Теорема 1.1. Если (f,G, V ) — представление группы G в
V и A : V → W — биективное линейное отображение, то A
индуцирует однозначно определенное представление группы
G в W , которое эквивалентно исходному и для которого A
является сплетающим оператором.

Док-во. Доказательство теоремы тривиально. Определим
операторы представления h в W следующим соотношением:

h(g) = A ◦ f(g) ◦A−1. (1.2)
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Нетрудно проверить, что формула (1.2) определяет представ-
ление группы G в W . Умножая (1.2) на A справа, получаем
(1.1). Следовательно, A есть изоморфизм из f в h. Более
того, любое представление G в W , для которого A есть изо-
морфизм, совпадает с h. Это получается домножением (1.1)
справа на A−1. �

Из доказанной теоремы заключаем, что при заданном
представлении f в V для построения эквивалентного ему
представления в W достаточно иметь биекцию из V в W .
Однако, на практике задача ставится несколько иначе. В
пространствах V и W уже заданы представления f и h.
Требуется установить, эквивалентны ли они, и, если да, то
требуется найти сплетающий оператор. В такой постановке —
это одна из основных задач теории представлений.

§ 2. Конечномерные представления.

Определение 2.1. Представление (f,G, V ) называется ко-
нечномерным, если конечномерно пространство представле-
ния: dimV <∞.

Всюду далее в этой книге мы рассматриваем только конеч-
номерные представления, хотя многое из того, что мы дока-
жем для этого случая, можно затем перенести или обобщить
на случай бесконечномерных представлений.

Заметим, что всякое конечномерное линейное векторное
пространство V над полем C можно биективно отобразить
на стандартное арифметическое координатное векторное про-
странство Cn, где n = dimV . Но Aut(Cn) = GL(n,C). Поэто-
му всякое конечномерное представление эквивалентно неко-
торому матричному представлению f : G → GL(n,C). Это
вытекает из теоремы 1.1. Несмотря на это, мы будем изучать
конечномерные представления в абстрактных векторных про-
странствах, потому, что получаемые при этом утверждения
имеют более элегантный инвариантный вид, а доказатель-

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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ства их порой даже проще, чем для аналогичных матричных
формулировок.

§ 3. Инвариантные подпространства.

Сужение и факторизация представлений.

Определение 3.1. Пусть (f,G, V ) — представление груп-
пы G в пространстве V . Подпространство W ⊆ V называется
инвариантным подпространством, если для любого g ∈ G и
для любого x ∈ W результат действия f(g) на x принадлежит
W , то есть f(g)x ∈ W .

В терминах инвариантных подпространств вводится поня-
тие неприводимости, которое является центральным в теории
представлений.

Определение 3.2. Представление (f,G, V ) группы G на-
зывается неприводимым, если оно не имеет нетривиальных
инвариантных подпространств, отличных от W = {0} и от
W = V . В противном случае представление (f,G, V ) называ-
ется приводимым.

Пусть представление (f,G, V ) неприводимо. Рассмотрим
некоторый вектор x 6= 0 из V и рассмотрим его орбиту:

Orbf(x) = {y ∈ V : y = f(g)x для некоторого g ∈ G }.

Орбита Orbf(x) — это некоторое подмножество в V инвари-
антное относительно действия операторов представления. Но
оно, вообще говоря, не является линейным подпространством.
Рассмотрим его линейную оболочку

W = 〈Orbf(x)〉.

Подпространство W инвариантно, причем W 6= {0}, ибо оно
содержит ненулевой вектор x. Тогда в силу неприводимости
f имеем W = V . Это позволяет сформулировать следующий
критерий неприводимости представлений.
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Теорема 3.1 (критерий неприводимости). Представ-
ление (f,G, V ) неприводимо тогда я только тогда, когда ор-
бита произвольного ненулевого вектора x ∈ V порождает все
пространство V .

Необходимость этого условия была доказана выше. До-
кажем его достаточность. Пусть W ⊆ V — инвариантное
подпространство и пусть W 6= {0}. Выберем ненулевой век-
тор x ∈ W . В силу инвариантности W имеем Orbf(x) ⊆ W ,
откуда 〈Orbf (x)〉 ⊆ W . Но 〈Orbf (x)〉 = V , поэтому W = V .
Критерий доказан.

Неприводимые представления подобны химическим эле-
ментам. Из них нельзя выделить более простых представ-
лений данной группы, а всякое приводимое представление, в
определенном смысле, расщепляется на неприводимые. По-
этому в теории представлений решаются две основные задачи:

(1) найти и описать все неприводимые представления данной
группы;

(2) указать способ разложения произвольного представления
на неприводимые компоненты.

Первая задача аналогична построению таблицы Менделеева
в химии, а вторая — химическому анализу веществ.

Рассмотрим некоторое приводимое представление (f,G, V )
группы G. Пусть W — инвариантное подпространство и пусть
{0} ( W ( V . Обозначим через ϕ(g) сужение оператора f(g)
на подпространство W :

ϕ(g) = f(g)
W

. (3.1)

Для операторов ϕ(g) имеют место следующие соотношения:

ϕ(g)ϕ(g−1) = (f(g) f(g−1))
W

= 1; (3.2)

ϕ(g1)ϕ(g2) = (f(g1) f(g2))
W

= ϕ(g1 g2). (3.3)
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Из соотношения (3.2) видим, что оператор ϕ(g) обратим и
ϕ(g)−1 = ϕ(g−1). Значит, ϕ(g) ∈ Aut(W ). Соотношение (3.3),
в свою очередь, показывает, что отображение ϕ : G→ Aut(W )
есть гомоморфизм групп, определяющий представление.

Определение 3.3. Представление (ϕ,G,W ) группы G, по-
лучающееся сужением операторов представления f на ин-
вариантное подпространство W согласно (3.1), называется
сужением представления f на W .

Наличие инвариантного подпространства W позволяет оп-
ределить фактороператоры, действующие на факторпрост-
ранстве V/W :

ψ(g) = f(g)
V/W

. (3.4)

Напомним, что действие оператора ψ(g) на класс ClW (x) из
V/W определяется так:

ψ(g) ClW (x) = ClW (f(g)x). (3.5)

Корректность определения (3.5) проверяется непосредственно
(см. [1]). Фактороператоры (3.4) удовлетворяют следующим
соотношениям:

ψ(g)ψ(g−1) ClW (x) = ClW (f(g)f(g−1)x) =

= ClW (f(g g−1)x) = ClW (x),
(3.6)

ψ(g1)ψ(g2) ClW (x) = ClW (f(g1)f(g2)x) =

= ClW (f(g1 g2)x) = ψ(g1 g2) ClW (x).
(3.7)

Из (3.6) и (3.7) видим, что фактороператоры (3.4) удовлетво-
ряют соотношениям, аналогичным (3.2) и (3.3). Они опреде-
ляют представление (ψ,G, V/W ), которое принято называть
факторпредставлением.

Представления (ϕ,G,W ) и (ψ,G, V/W ) порождены пред-
ставлением f . Каждое из них наследуют часть информа-
ции, содержащейся в представлении f . Для того, чтобы
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понять, какая же часть информации об f удерживается в
ϕ и ψ, рассмотрим матрицы операторов f(g) в некотором
специальном базисе. Выберем базис e1, . . . , es в инвари-
антном подпространстве W . Затем достроим его до базиса
e1, . . . , es, es+1, . . . , en в пространстве V . Механизм постро-
ения основывается на теореме о дополнении базиса (см. [1]).
Матрица оператора f(g) в таком базисе блочно-треугольна:

F (g) =

∥

∥

∥

∥

∥

ϕi
j ui

j

0 ψi
j

∥

∥

∥

∥

∥

. (3.8)

Ее верхний диагональный блок совпадает с матрицей опе-
ратора ϕ(g) в базисе e1, . . . , es. Нижний диагональный
блок совпадает с матрицей фактороператора ψ(g) в базисе
E1, . . . , En−s , где

E1 = ClW (es+1), E2 = ClW (es+2), . . . , En−s = ClW (en).

Из (3.8) видим, что при переходе от представления f к его
сужению ϕ и к факторпредставлению ψ объем потерянной
информации определяется правым верхним недиагональным
блоком ui

j .
Несмотря на имеющуюся потерю информации, переход от

f к паре представлений ϕ и ψ можно рассматривать как
расщепление f на более простые составные части. Если пред-
ставления ϕ и ψ также приводимы, то их можно дробить
дальше. Однако, этот процесс конечен, ибо каждый раз мы
имеем понижение размерности пространств представлений:
dim(W ) < dim(V ) и dim(V/W ) < dim(V ). Процесс завер-
шится после того, как мы в результате дроблений дойдем до
неприводимых представлений.

§ 4. Вполне приводимые представления.

Как мы видели выше, процесс измельчения приводимо-
го представления сопряжен с потерей части информации о
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нем. Однако, существует специальный класс представлений,
для которого потери информации не происходит. Это класс
вполне приводимых представлений.

Определение 4.1. Представление (f,G, V ) группы G на-
зывается вполне приводимым представлением, если любое его
инвариантное подпространство W имеет инвариантное пря-
мое дополнение U , т. е. V есть прямая сумма своих инвари-
антных подпространств: V = W ⊕ U .

Отметим, что неприводимое представление является три-
виальным примером вполне приводимого представления.
Здесь V = V ⊕ {0}.

Пусть представление (f,G, V ) приводимо и вполне приво-
димо. Пусть W — инвариантное подпространство для f , a U
— его инвариантное дополнение. Тогда имеет место следую-
щие изоморфизмы сужений и факторов:

f
U

∼= f
V/W

, f
W

∼= f
V/U

. (4.1)

Для доказательства (4.1) вновь рассмотрим базис e1, . . . , es в
U и дополним его базисом h1, . . . , hn−s в U . Положим es+1 =
h1, . . . , en = hn−s. В результате такого объединения базисов
из W и U мы получим базис в V . Определим отображение
A : U → V/W , полагая

Ax = ClW (x) для всех x ∈ U. (4.2)

Из (4.2) легко найти его значения на базисных векторах

A(h1) = E1, . . . , A(hn−s) = En−s . (4.3)

Отображение A устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между базисами U и V/W , поэтому оно биективно.
Проверим, что оно устанавливает изоморфизм представле-
ний, т. е. проверим соотношение (1.1) для него:

A(f(g)hi) = ClW (f(g)hi) = ψ(g) ClW (hi) = ψ(g)A(hi).
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Это соотношение доказывает первый изоморфизм в (4.1). Он
устанавливается отображением A из (4.2).

Из инвариантности подпространства U имеем f(g)hi ∈ U .
Это обстоятельство и соотношение (4.3) позволяют выписать
вид матрицы оператора f(g):

F (g) =

∥

∥

∥

∥

∥

ϕi
j 0

0 ψi
j

∥

∥

∥

∥

∥

. (4.4)

Матрица (4.4) блочно-диагональна, поэтому никакой потери
информации при переходе от f к представлениям ϕ и ψ для
вполне приводимых представлений не происходит. В силу
(4.1) представление ψ можно считать сужением f на инва-
риантное дополнение U . Представления ϕ,G,W ) и (ψ,G, U)
никак не зацеплены, они действуют на своих пространствах,
которые не пересекаются и в сумме дают все пространство V .
Эта ситуация описывается следующим определением.

Определение 4.2. Представление (f,G, V ) группы G на-
зывается внутренней прямой суммой двух представлений
(ϕ,G,W ) и (ψ,G,W ), если V = W ⊕ U , причем подпростран-
ства W и U инвариантны, а сужения f на эти подпростран-
ства совпадают с ϕ и ψ.

Отметим, что расщепление f в прямую сумму f = ϕ ⊕ ψ
может иметь место и в случае, когда f не является вполне
приводимым. Однако, в этом случае такое расщепление яв-
ляется скорее исключением, чем правилом.

Имея пару представлений (ϕ,G,W ) и (ψ,G, U) одной и
той же группы G в двух совершенно различных простран-
ствах, мы можем организовать их внешнюю прямую сумму.
Рассмотрим внешнюю прямую сумму пространств W ⊕ U .
Напомним, что это множество упорядоченных пар (w,u), где
w ∈ W и u ∈ U , с покомпонентным сложением и покомпо-
нентным умножением на числа:

(w1,u1) + (w2,u2) = (w1 + w2,u1 + u2),

α (w,u) = (αw, αu), где α ∈ C.
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Пространства W и U во внешней прямой сумме W ⊕ U счи-
таются дизъюнктными, даже в том случае, когда они имеют
непустое пересечение или просто совпадают. Зададим дей-
ствие операторов f(g) в W ⊕ U следующим образом:

f(g)(w,u) = (ϕ(g)w, ψ(g)u). (4.5)

Представление (f,G,W ⊕ U), сконструированное согласно со-
отношению (4.5), называется внешней прямой суммой пред-
ставлений (ϕ,G,W ) и (ψ,G,W ). Оно обозначается f = ϕ⊕ ψ.
Различия между внешней и внутренней прямой суммой до-
статочно формальны, а свойства их, в основном, совпадают.

Пусть пространство V представления (f,G, V ) разложено
в прямую сумму подпространств V = W ⊕ U (не обязательно
инвариантных). С каждым таким разложением однозначно
связаны два согласованных оператора проектирования P и
Q. Проектор P — это проектор на подпространство W парал-
лельно подпространству U , а Q — проектор на U параллельно
W . Они удовлетворяют соотношениям

P 2 = P, Q2 = Q, P + Q = 1, (4.6)

причем W = ImP и U = ImQ. Перечисленные свойства
проекторов хорошо известны (см. [1]).

Лемма 4.1. Подпространство W в разложении V = W ⊕U
инвариантно относительно операторов представления f,G, V )
тогда и только тогда, когда соответствующий проектор P удо-
влетворяет соотношению

(P ◦ f(g)− f(g) ◦P ) ◦P = 0 для всех g ∈ G. (4.7)

Инвариантность обоих подпространств W и U в разложении
V = W ⊕ U эквивалентна соотношению

(P ◦ f(g) = f(g) ◦P ) для всех g ∈ G, (4.8)

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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которое означает перестановочность проектора P со всеми опе-
раторами представления f .

Пусть x — некоторый произвольный вектор. Тогда Px ∈
W . В случае инвариантности подпространства W вектор
y = f(g)Px также принадлежит W . Для вектора y ∈ W
имеем Py = y. Отсюда

Pf(g)Px = f(g)Px = f(g)P 2x. (4.9)

Сравнив левую и правую часть полученного соотношения
(4.9) и учитывая произвольность вектора x, легко выводим
соотношение (4.7) из условия леммы.

И наоборот, из соотношения (4.7) и свойства P 2 = P из
(4.6) легко выводится соотношение (4.9). Из него получаем,
что вектор f(g)Px принадлежит W при любом выборе век-
тора x. Положим x ∈ W и из Px = x для такого вектора x

найдем, что f(g)x принадлежит W . Инвариантность W уста-
новлена. Для доказательства второго утверждения леммы
выпишем соотношение (4.7) для проектора Q:

(Q ◦f(g)− f(g) ◦Q) ◦Q = 0. (4.10)

Из Q = 1 − P выводим Q ◦ f(g)− f(g) ◦Q = f(g) ◦P − P ◦ f(g).
Поэтому соотношение (4.10) переписывается в виде

f(g) ◦P − P ◦ f(g) + (P ◦ f(g)− f(g) ◦P ) ◦P = 0.

Учет (4.7) позволяет редуцировать его далее к соотношению
(4.8), означающему перестановочность операторов P и f(g).
Лемма доказана.

Второе утверждение леммы 4.1 может быть обобщено на
случай разложения пространства V в прямую сумму несколь-
ких подпространств. Пусть V = W1 ⊕ . . . ⊕Ws. Напомним
(см. [1]), что этим разложением однозначно определяется



16 ГЛАВА I. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП.

согласованное семейство проекторов P1, . . . , Ps, для которых
выполнены следующие соотношения согласованности:

(Pi)
2 = Pi, P1 + . . .+ Ps = 1,

Pi ◦Pj = 0 для i 6= j, Pi ◦Pj = Pj ◦Pi.

При этом Wi = ImPi. Условие одновременной инвариантно-
сти всех подпространств Wi относительно операторов пред-
ставления (f,G, V ) в терминах соответствующих проекторов
формулируется в виде следующей леммы, доказательство ко-
торой мы оставляем читателю.

Лемма 4.2. Разложение V = W1⊕. . .⊕Ws есть разложение
V в прямую сумму инвариантных подпространств представле-
ния (f,G, V ) тогда и только тогда, когда все соответствующие
этому разложению проекторы Pi перестановочны с оператора-
ми представления f(g).

Рассмотрим вполне приводимое конечномерное представ-
ление (f,G, V ) расщепленное в прямую сумму сужений на
инвариантные подпространства f = ϕ ⊕ ψ. Пусть сужение
ϕ представления f на W приводимо и пусть W1 — соот-
ветствующее нетривиальное инвариантное подпространство:
{0} ( W1 ( W . Тогда подпространство W1 инвариантно
относительно f . Оно имеет инвариантное дополнение U1.
Рассмотрим разложения:

V = W ⊕ U, V = W1 ⊕ U1. (4.11)

Заметим, что W1 ⊂ W , следовательно,W + U1 = V . Поэто-
му размерности входящих в (4.11) подпространств связаны
соотношением

dim(W ) + dim(U1)− dim(V ) = dim(W ) − dim(W1) > 0.

Из него видим, что пересечение W2 = W ∩U1 отлично от нуля
и размерность этого пересечения дается формулой

dim(W ∩ U1) = dim(W ) − dim(W1). (4.12)
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Далее заметим, что W1 ∩W2 = {0}, ибо W2 ⊂ U1. Поэтому в
силу (4.12) пространство W раскладывается в прямую сумму

W = W1 ⊕W2,

каждое слагаемое в которой инвариантно относительно f , а
значит и относительно ϕ. Мы доказали следующую важную
теорему.

Теорема 4.1. Сужение вполне приводимого конечномер-
ного представления на инвариантное подпространство вполне
приводимо.

Немедленным следствием теоремы 4.1 является следующая
важная теорема о разложении в прямую сумму.

Теорема 4.2. Всякое конечномерное вполне приводимое
представление f раскладывается в прямую сумму неприводи-
мых представлений

f = f1 ⊕ . . .⊕ fk , V = W1 ⊕ . . .⊕Wk, (4.13)

где каждое fi есть сужение f на некоторое инвариантное под-
пространство Wi.

Отметим, что разложение (4.13), вообще говоря, не од-
нозначно. Рассмотрим два разложения f на неприводимые
компоненты

f = f1 ⊕ . . .⊕ fk , V = W1 ⊕ . . .⊕Wk,
(4.14)

f = f̃1 ⊕ . . .⊕ f̃k , V = W̃1 ⊕ . . .⊕ W̃k.

Степень различия разложений (4.14) определяется следующей
теоремой Жордана-Гельдера.
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Теорема 4.3. Число неприводимых компонент в разложе-
ниях (4.14) одинаково: q = k, и существует перестановка σ ∈
Sk , такая, что (fi, G,Wi) ∼= (f̃σi, G, W̃σi).

Разложения (4.14) изоморфны с точностью до перестанов-
ки компонент. Однако, еще раз отметим, что изоморфизм не
означает совпадения этих разложений.

Доказажем теорему Жордана-Гельдера индукцией по чис-
лу компонент k в первом разложении (4.14).

База индукции: k = 1, V = W1. Представление f = f1
неприводимо. Поэтому q = 1 = k и W̃1 = V , f̃1 = f = f1. База
индукции доказана.

Индукционный переход. Пусть теорема верна для пред-
ставлений, имеющих по крайней мере одно разложение (4.13)
длины k − 1. Для представления f введем обозначения

Ṽi = W̃1 ⊕ . . .⊕ W̃i где i = 1, . . . , q,

U = W1 ⊕ . . .⊕Wk−1 и Ũi = Ṽi ∩ U.
(4.15)

Все подпространства (4.15) инвариантны относительно f ,
причем V = U ⊕Wk и имеются две цепочки включений

{0} ( Ṽ1 ( . . . ( Ṽq = V,

{0} ( Ũ1 ( . . . ( Ũq = U.
(4.16)

Пусть h : V → V/U — каноническая проекция на факторпро-
странство. Обозначим через ϕ факторпредставление в V/U и
рассмотрим цепочку инвариантных подпространств для него:

{0} ⊆ h(Ṽ1) ⊆ . . . ⊆ h(Ṽq) = h(V ) = V/U ∼= Wk.

Из изоморфизма ϕ ∼= fk заключаем, что у неприводимо. Сле-
довательно, выписанная выше цепочка имеет вид

{0} = h(Ṽ1) = . . .= h(Ṽs) ( h(Ṽs+1) = . . . = h(Ṽq) = h(V ).
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Отсюда Ṽi ⊆ U и Ũi = Ṽi при i 6 s. При i > s + 1 используем
изоморфизмы Ṽi/Ũi

∼= h(Ṽi) = h(Ṽi+1) ∼= Ṽi+1/Ũi+1. Но из

Ṽi ( Ṽi, следует Ũi ( Ũi+1. Тогда из (4.16) имеем

{0} ( Ũ1 ( . . . ( Ũs = Ũs+1 ( . . .( Ũq = U. (4.17)

Равенство Ũs = Ũs+1 вытекает из неприводимости фактор-
представления ϕs+1

∼= ϕ ∼= fk в факторпространстве Ṽs+1/Ṽs

и из включений Ṽs = Ũs = Ũs+1 ( Ṽs+1. Исходя из полной
приводимости f , построим инвариантные дополнения W̃i+1

для Ũi в Ũi+1, т. е. Ũi+1 = Ũi⊕W̃i+1. Тогда Ṽi+Ũi+1 = Ṽi⊕W̃i+1

есть инвариантное подпространство в Ṽi+1, содержащее Ṽi и
не совпадающее с ним. Но факторпредставление в Ṽi+1/Ṽi

изоморфно f̃i+1 и неприводимо. Поэтому Ṽi ⊕ W̃i+1 = Ṽi+1 и
сужение f на W̃i+1 изоморфно f̃i+1. Из (4.15) и (4.17) имеем

U = W1 ⊕ . . .⊕Ws ⊕Ws+1 ⊕ . . .⊕Wk−1,

U = W̃1 ⊕ . . .⊕ W̃s ⊕ W̃s+2 ⊕ . . .⊕ W̃q.
(4.18)

Остается применить предположение индукции к (4.18), что
дает k = q и определяет σi для i = 1, . . . , k−1. Изоморфность
fk и факторпредставления ϕs+1 в Ṽs+1/Ṽs дает σk = s+1, ибо

ϕs+1
∼= f̃s+1 по построению подпространств (4.15). Теорема

Жордана-Гельдера доказана.

В связи с доказанными теоремами 4.1 и 4.2 естественно
ввести следующую терминологию.

Определение 4.3. Инвариантное подпространство W ⊆
V назовем неприводимым подпространством для представ-
ления (f,G, V ), если сужение f на W неприводимо.

Следующая теорема дает нам средство проверки полной
приводимости представлений.

Теорема 4.4. Конечномерное представление (f,G, V ) яв-
ляется вполне приводимым тогда и только тогда, когда сово-
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купность всех неприводимых подпространств порождает все
пространство V .

Док-во. Пусть {Wα}α∈A — множество всех неприводимых
подпространств в V . Число их может быть бесконечным и
для конечномерного представления. Рассмотрим их сумму:

W =
∑

α∈A

Wα =
〈

⋃

α∈A

Wα

〉

.

Теорема 4.4 утверждает, что условие W = V необходимо и
достаточно для полной приводимости f . Необходимость этого
условия вытекает из теоремы 4.2. Докажем достаточность.
Пусть U = U0 — инвариантное подпространство для представ-
ления f и {0} 6= U0 6= V . Тогда для каждого неприводимого
подпространства Wα имеется альтернатива:

Wα ⊆ U0 либо Wα ∩ U0 = {0}.

При этом найдется хотя бы одно Wα1
, для которого выпол-

нено второе условие Wα1
∩ U0 = {0}. Иначе W ⊆ U0, что

противоречит условию W = V . Рассмотрим сумму

U1 = U0 +Wα1
= U0 ⊕Wα1

и, если U1 6= V , повторим рассуждения для U1. В результате
построим новое подпространство

U2 = U1 ⊕Wα2
= U0 ⊕Wα1

⊕Wα2
.

Процесс добавления новых прямых слагаемых завершится на
некотором шаге, ибо dimV <∞. В итоге мы получим

Uk = U0 ⊕ (Wα1
⊕ . . .⊕Wαk

) = V.

Тогда подпространство W = Wα1
⊕ . . .⊕Wαk

и будет искомым
инвариантным прямым дополнением для U = U0. Теорема
доказана. �
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§ 5. Лемма Шура и некоторые следствия из нее.

Теорема 4.2, доказанная в предыдущем параграфе, уста-
навливает разложимость вполне приводимого представления
на неприводимые компоненты. В этом параграфе мы займем-
ся изучением самих неприводимых представлений. Централь-
ную роль в этом играет лемма Шура. Мы приведем ее в двух
вариантах, причем второй будет усилением первого, но для
более специального случая.

Лемма 5.1 (Лемма Шура). Пусть (f,G, V ) и (h,G,W ) —
два неприводимых представления группы G. Всякий гомомор-
физм A, связывающий эти представления либо тождественно
нулевой, либо является изоморфизмом.

Доказательству леммы Шура предпошлем следующее ут-
верждение, представляющее самостоятельный интерес.

Теорема 5.1. Если отображение A : V → W есть гомо-
морфизм представлений из (f,G, V ) в (h,G,W ), то его ядро
KerA инвариантно относительно f , а образ ImA инвариантен
относительно h.

Док-во. Пусть y = Ax — вектор из образа. Применим
к нему оператор f(g) и воспользуемся соотношением (1.1).
Тогда мы получим

h(g)y = h(g)Ax = Af(g)x.

Отсюда видим, что h(g)y ∈ ImA, т. е. образ инвариантен.
Аналогичным образом доказывается инвариантность ядра.
Пусть x ∈ KerA. Применим к x оператор f(g), после че-
го подействуем отображением A. Учитывая (1.1), найдем

Af(g)x = h(g)Ax = 0,

ибо Ax = 0. Значит, f(g)x ∈ KerA. Инвариантность ядра
KerA доказана. �

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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Перейдем к доказательству леммы Шура 5.1. Случай
A = 0 тривиален. Для исключения этого случая потребу-
ем A 6= 0. Тогда ImA 6= {0}. Согласно только что доказанной
теореме 5.1 подпространство ImA инвариантно относительно
представления h. Из неприводимости h получаем ImA = W ,
что дает сюръективность отображения A : V → W .

Ядро KerA отображения A : V → W инвариантно отно-
сительно представления f . В силу неприводимости f , если
KerA 6= {0}, то KerA = V . Последнее приводит к триви-
альному случаю A = 0, который мы исключили. Значит,
KerA = {0}. Отображение A : V → W инъективно и сюръ-
ективно одновременно. Следовательно, оно является изомор-
физмом из (f,G, V ) в (h,G,W ). Лемма Шура доказана.

Рассмотрим теперь оператор A : V → V , который сплетает
неприводимое представление (f,G, V ) с самим собой. Соот-
ношение (1.1), записанное для этого случая, означает, что
A коммутирует со всеми операторами представления f(g).
Вторая формулировка леммы Шура, относящаяся к особому
случаю f = g, имеет следующий вид.

Лемма 5.2 (Лемма Шура). Всякий оператор A : V → V ,
перестановочный со всеми операторами неприводимого конеч-
номерного представления (f,G, V ) в линейном векторном про-
странстве V над полем комплексных чисел C, является ска-
лярным оператором A = λ · 1, где λ ∈ C.

Док-во. Пусть λ —собственное число оператора A и пусть
Vλ 6= {0} — соответствующее собственное подпространство.
Если x ∈ Vλ, то Ax = x. Кроме того, из условия коммутиро-
вания A с f(g) получаем

Af(g)x = f(g)Ax = λf(g)x.

Следовательно f(g)x также принадлежит Vλ и Vλ есть инва-
риантное подпространство. Из Vλ 6= {0} и из неприводимости
f имеем Vλ = V . Значит Ax = x для любого вектора x ∈ V .
Отсюда A = λ · 1. �
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Отметим, что условие конечномерности представления f
и условие комплексности векторного пространства V в лем-
ме Шура 5.2 существенны. Без них невозможно утверждать
существования собственных векторов и нетривиального соб-
ственного подпространства может просто не быть.

Применим лемму Шура для исследования тензорного про-
изведения представлений одного специального вида. Прежде
нам потребуется ввести само понятие тензорного произведе-
ния представлений.

Пусть (f, g, V ) и (h,G,W ) — два представления группы
G. Определим операторы ϕ(g), действующие на тензорном
произведении V ⊗W , полагая

ϕ(g)(v⊗ w) = (f(g)v⊗ h(g)w) для всех g ∈ G. (5.1)

Операторы ϕ(g) задают новое представление группы G. До-
казательство этого утверждения и проверку корректности
задания операторов ϕ(g) соотношением (5.1) мы оставляем
читателю.

Определение 5.1. Представление (ϕ,G, V ⊗W ), которое
задается операторами (5.1), называется тензорным произве-

дением представлений f и h и обозначается ϕ = f ⊗ h.

Отметим, что конструкция (5.1) легко обобщается на слу-
чай большего количества представлений.

Пусть представление f в конструкции (5.1) неприводимо.
В качестве второго тензорного сомножителя выберем триви-
альное представление i, задаваемое единичными операторами
i(g) = 1 для всех g ∈ G. При dimW > 1 представление
f ⊗ i приводимо. Докажем это. Пусть e1, . . . , em — ба-
зис в пространстве W . Обозначим через Wk одномерные
подпространства, порожденные базисными векторами ek, и
рассмотрим подпространства

V ⊗Wk , k = 1, . . . , m. (5.2)
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Подпространства (5.2) инвариантны в V ⊗ W относительно
действия операторов представления f ⊗ i. Сужение f ⊗ i на
V ⊗Wk изоморфно представлению f . Значит подпространства
(5.2) неприводимы. Эти неприводимы. Эти факты просты.
Они проверяются непосредственно.

Далее заметим, что V ⊗ W = V ⊗ W1 ⊕ . . . ⊕ V ⊗ Wm.
Пространство V ⊗W есть прямая сумма неприводимых под-
пространств V ⊗Wk . Следовательно, оно порождается этими
подпространствами. Остается применить теорему 4.4. В итоге
мы доказали следующее утверждение.

Теорема 5.2. Тензорное произведение f ⊗ i конечномер-
ного неприводимого представления f и тривиального конеч-
номерного представления i является вполне приводимым.

Доказанная выше теорема позволяет описать структуру
всех инвариантных подпространств представления f ⊗ i.

Теорема 5.3. В предположениях теоремы 5.2 для пред-
ставлений f и i в комплексных векторных пространствах V и
W всякое инвариантное подпространство представления f ⊗ i
имеет вид U = V ⊗ W̃ , где W̃ — некоторое подпространство в
пространстве W .

Док-во. Пусть U — некоторое инвариантное подпростран-
ство в V ⊗W . В силу теоремы 5.2 представление f ⊗ i вполне
приводимо, поэтому U имеет инвариантное прямое дополне-
ниеhas Ũ . Наличие разложения V × W = U ⊕ Ũ позволяет
рассмотреть оператор проектирования P на U параллельно
подпространству Ũ . Из инвариантности U и Ũ вытекает
перестановочность оператора P со всеми операторами пред-
ставления ϕ = f × i. Читатель легко проверит этот факт.
Дальнейший ход доказательства требует анализа условия пе-
рестановочности операторов P и ϕ(g).

Пусть A : V ×W → V ×W — некоторый оператор, действу-
ющий в тензорном произведении V × W . К случаю A = P
мы вернемся чуть позже. Результат применения A к вектору
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x⊗ ej запишем в виде разложения

A(x⊗ ej) =

m
∑

j=1

Ak
j (x)⊗ ek. (5.3)

Здесь, по прежнему, через e1, . . . , em обозначен некоторый
базис в W . Ввиду линейной независимости базисных векто-
ров коэффициенты Ak

j (x) ∈ V в разложении (5.3) определены
однозначно. Они меняются только при замене базиса, при-
чем закон их изменения аналогичен правилу преобразования
компонент тензора. Но для нас это обстоятельство не иг-
рает никакой роли, ибо мы ограничимся одним выбранным
базисом e1, . . . , em.

Рассмотрим зависимость вектора Ak
j (x) от x. Нетрудно

проверить, что она линейна. Поэтому каждый из коэффици-
ентов Ak

j (x) в (5.3) определяет некоторый линейный оператор

Ak
j : V → V . Запишем условие перестановочности оператора

A и ϕ(g). Его достаточно проверить не векторах вида x⊗ ei.
На базе соотношения (5.3) находим

A ◦ϕ(g)(x⊗ ei) =

m
∑

k=1

Ak
j

◦ f(g)(x)⊗ ek,

ϕ(g) ◦A(x⊗ ei) =

m
∑

k=1

f(g) ◦Ak
j (x)⊗ ek.

(5.4)

Напомним, что ϕ = f ⊗ i, где i — тривиальное представле-
ние. Из (5.4) легко видеть, что условие перестановочности
A ◦ϕ(g) = ϕ(g) ◦A эквивалентно следующим соотношениям:

f(g) ◦Ak
j = Ak

j
◦ f(g). (5.5)

Таким образом, все операторы Ak
j перестановочны с операто-

рами f(g) неприводимого представления f .
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Следующий ход состоит в том, чтобы вернуться к опера-
тору проектирования A = P (см. выше) и применить лемму
Шура к операторам Ak

j = P k
j . Проектор P коммутирует с

ϕ(g), поэтому для него выполнены соотношения (5.5). При-
менение леммы Шура 5.2 в этом случае дает

P k
j = λk

j × 1, (5.6)

где λk
j — некоторые комплексные числа. Подставив (5.6) в

разложение (5.3), для проектора P получаем

P (x⊗ ej) =
m
∑

k=1

Ak
j (x)⊗ ek = x⊗

(

m
∑

k=1

λk
j ek

)

. (5.7)

Внимательное рассмотрение правой части в (5.7) указывает
на необходимость введения линейного оператора Q : W → W ,
определенного своими значениями на базисных векторах:

Q(ej) =
m
∑

k=1

λk
j ek. (5.8)

Формула (5.8) позволяет переписать соотношение (5.7) в виде

P (x⊗ ej) = x⊗ Q(ej). (5.9)

Вспомним, что оператор P является оператором проекти-
рования на одно подпространство параллельно другому тогда
и только тогда, когда P 2 = P . (см. [1]). Из последнего соотно-
шения на базе (5.9) получаем Q2 = Q. Значит Q также явля-

ется оператором проектирования. Положим W̃ = ImQ ⊆ W .
Тогда для инвариантного подпространства U ⊆ V ⊗W имеем

U = ImP = V ⊗ ImQ = V ⊗ W̃ . (5.10)

Формулой (5.10) мы описали инвариантные подпространства
для f ⊗ i и завершили доказательство теоремы 5.3. �

Теорема 5.3 может быть применена для доказательства
следующего чрезвычайно полезного факта.
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Теорема 5.4. Пусть f — конечномерное неприводимое
представление группы G в комплексном векторном простран-
стве V . Тогда множество операторов представления f(g) по-
рождает все пространство линейных операторов End(V ).

Док-во. Каждое представление f в V порождает ассо-
циированное с ним представление в пространстве линейных
операторов End(V ). Действительно, если A ∈ End(V ), то
определим действие ψ(g) на A как композицию операторов:

ψ(g)(A) = f(g) ◦A для всех A ∈ End(V ). (5.11)

Пусть F — линейная оболочка множества операторов пред-
ставления f(g), т. е.

F = 〈{f(g) : g ∈ G}〉 .

Нетрудно проверить, что подпространство F ⊆ End(V ) инва-
риантно относительно представления ψ, заданного соотноше-
нием (5.11).

Для того, чтобы воспользоваться теоремой 5.3, вспомним,
что имеется канонический изоморфизм V ⊗ V ∗ ∼= End(V ), где
V ∗ — пространство, сопряженное пространству V (простран-
ство линейных функционалов на V ). Он устанавливается
отображением σ : V × V ∗ → End(V ), которое задается так:

σ(x⊗ λ)y = λ(y)x для всех x,y ∈ V и λ ∈ V ∗. (5.12)

Доказательство корректности определения (5.12) и проверку
того, что σ есть изоморфизм, мы оставляем читателю.

Нетрудно проверить, что канонический изоморфизм о уста-
навливает изоморфизм представления ψ из (5.11) и представ-
ления f × i, где i — тривиальное представление группы G в
V ∗. Подпространство F ⊆ End(V ) переходит в инвариантное
подпространство UF ⊆ V ⊗ V ∗. Неприводимость f позволяет
применить теорему 5.3. Это дает UF = V ⊗ W̃ , где W̃ —
подпространство в V ∗.
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Если допустить, что W̃ 6= V ∗, то найдется вектор x 6= 0
в V , такой, что λ(x) = 0 для всех λ ∈ V ∗. Применительно
к пространству F при учете (5.11) и (5.12) это означает, что
вектор x 6= 0 лежит в ядре любого оператора A ∈ F . Но опе-
раторы f(g) ∈ F невырождены, их ядра нулевые. Полученное

противоречие показывает, что W̃ = V ∗ и UF = V ⊗V ∗. В силу
изоморфизма σ отсюда выводим F = End(V ). Теорема 5.4
доказана. �

§ 6. Неприводимые представления

прямого произведения групп.

Прямое произведение групп — это простейшая конструк-
ция, позволяющая строить новые группы из уже имеющихся.
Напомним, что группа G1 ×G2 — это множество пар (g1, g2) с
покомпонентным умножением

(g1, g2) · (g̃1, g̃2) = (g1 · g̃1, g2 · g̃2),
где g1, g̃1 ∈ G1 и g2, g̃2 ∈ G2.

Конструкция прямого произведения групп хорошо согласует-
ся с конструкцией тензорного произведения их представле-
ний. Пусть (f1, G1, V1) и (f2, G2, V2) — представления групп
G1 и G2 соответственно. Определим представление группы
G = G1 ×G2 в пространстве V1 ⊗ V2 соотношением

f(g)(x⊗ y) = f(g1, g2)(x⊗ y) =

= (f1(g1)x)⊗ (f2(g2)y).
(6.1)

Проверка корректности определения (6.1) не составляет осо-
бого труда.

Определение 6.1. Представление (f,G1×G2, V1⊗V2), за-
данное соотношением (6.1), называется тензорным произве-

дением представленийis (f1, G1, V1) и (f2, G2, V2). Оно обозна-
чается f = f1 ⊗ f2.

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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Отметим, что рассмотренная ранее конструкция тензорно-
го произведения 5.1 вкладывается в конструкцию 6.1. Рас-
смотрим диагональ в прямом произведении G×G:

D = {(g1, g2) ∈ G×G : g1 = g2}.

Нетрудно видеть, что D ∼= G. Сужение представления f из
(6.1) на на диагональ D совпадает с представлением ϕ из
(5.1), где f = f1 и h = f2.

Теорема 6.1. Тензорное произведение (f,G1×G2, V1⊗V2)
двух конечномерных представлений (f1, G1, V1) и (f2, G2, V2)
в комплексных векторных пространствах V1 и V2 неприводи-
мо тогда и только тогда, когда неприводимы оба тензорных
сомножителя f1 и f2.

Док-во. Начнем с доказательства необходимости сформу-
лированного условия. Пусть (f,G1 × G2, V1 ⊗ V2) неприво-
димо. Допустим, что условие неприводимости (f1, G1, V1) и
(f2, G2, V2) нарушено. Пусть для определенности приводимо
представление (f2, G2, V2). Тогда у f2 есть нетривиальное
инвариантное подпространство {0} ( W2 ( V2. Но в этом
случае V1 ⊗ W2 есть нетривиальное инвариантное подпро-
странство для f = f1 ⊗ f2, что противоречит предположению
о неприводимости f . Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть представления (f1, G1, V1)
и (f2, G2, V2) неприводимы. Для доказательства неприводи-
мости (f,G1 ×G2, V1 ⊗ V2) воспользуемся критерием неприво-
димости в форме теоремы 3.1. Выберем произвольный вектор
u 6= 0 из V1 ⊗ V2 и рассмотрим его орбиту. Вектор u может
быть написан в виде

u = x1 ⊗ y1 + . . .+ xk ⊗ yk. (6.2)

Вектора y1, . . . , yk в (6.2) без ограничения общности можно
считать линейно независимыми. Разложение (6.2) не един-
ственно, однако, при фиксированных линейно независимых
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векторах y1, . . . , yk вектора x1, . . . , xk определены одно-
значно. Очевидно, что не теряя общности, их можно считать
ненулевыми.

Воспользуемся теоремой 5.4. Пусть A : V2 → V2 — линей-
ный оператор, удовлетворяющий следующему условию:

Ay1 = y1, Ay2 = 0, . . . , Ayk = 0. (6.3)

Поскольку y1, . . . , yk в (6.3) линейно независимы, такой опе-
ратор A существует. Применив теорему 5.4 к представлению
f2, заключаем, что оператор A принадлежит линейной обо-
лочке операторов этого представления, т. е.

A =

q
∑

i=1

αi f2(gi), где gi ∈ G2.

Подействуем оператором 1 ⊗A на вектор (6.2). Это дает

(1 ⊗A)u =
k
∑

i=1

xi ⊗Ayi = x1 ⊗ y1. (6.4)

С другой стороны, для этой же величины имеем

(1 ⊗A)u =

q
∑

i=1

αi (1⊗ f(gi))u =

q
∑

i=1

αi f(e1, gi)u. (6.5)

Здесь e1 — единичный элемент группы G1. Из сравнения (6.4)
и (6.5) видим, что вектор x1⊗y1 принадлежит орбите вектора
u из (6.3). Ввиду неприводимости представления f1 орбита
вектора x1 порождает V1. По аналогичной причине орбита
вектора y1 порождает V2. Это значит любые два вектора
x ∈ V1 и y ∈ V2 могут быть получены из x1 и y1 в виде

x =

r
∑

i=1

βi f(gi)x1, где gi ∈ G1;

y =

s
∑

j=1

γi f(gj)y1, где gi ∈ G2.

(6.6)
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Из (6.6) немедленно получаем

x⊗ y =

r
∑

i=1

s
∑

j=1

βi γi f(gi, gj)(x1 ⊗ y1),

где (gi, gj) ∈ G1×G2. Значит произвольный вектор вида x⊗y

принадлежит орбите вектора x1 ⊗ y1 из (6.4), а тот, в свою
очередь, принадлежит орбите вектора u из (6.2). Но вектора
вида x ⊗ y порождают все пространство V1 ⊗ V2. В итоге
мы доказали, что орбита произвольного ненулевого вектора
и порождает все пространство представления f = f1 ⊗ f2.
Значит, согласно теореме 3.1 это представление неприводимо.
Теорема 6.1 полностью доказана. �

Теорема 6.2. Всякое конечномерное неприводимое пред-
ставление ϕ прямого произведения групп G1 и G2 в комплекс-
ном пространстве U изоморфно тензорному произведению
некоторых двух неприводимых представлений (f1, G1, V1) и
(f2, G2, V2) групп G1 и G2 соответственно.

Пусть ϕ(g1, g2) — операторы представления ϕ группы G1 ×
G2 в пространстве U . Тогда операторы вида ϕ(g1, e2), где e2
— единица в группе G2, задают представление группы G1.
Оно, вообще говоря, приводимо. Пусть V1 ⊆ U — некоторое
неприводимое подпространство в U . Введем обозначение

ϕ1(g1) = ϕ(g1, e2), где g1 ∈ G1. (6.7)

Сужения операторов (6.7) на V1 задают некоторое неприводи-
мое представление группы G1. Обозначим их так:

f1(g1) = ϕ1(g1)
V1

= ϕ1(g1, e2)
V1

, где g1 ∈ G1.

По аналогии с (6.7) определим следующие операторы, задаю-
щие представление группы G2 в пространстве U :

ϕ2(g2) = ϕ(e1, g2), где g2 ∈ G2. (6.8)
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Обозначим через F2 линейную оболочку множества опера-
торов (6.8). Это линейное подпространство в пространстве
операторов End(U):

F2 = 〈{ϕ2(g2) : g2 ∈ G2}〉 .

Все операторы из F2 перестановочны со всеми операторами
(6.7), ибо операторы ϕ2(g2) порождающие F2 перестановочны

с ϕ1(g1). Для всякого оператора A ∈ F2 обозначим через Ã

сужение A на V1. Операторы Ã следует рассматривать как
элементы пространства F̃2 ⊆ Hom(V1, U):

Ã : V1 → U.

Операторы A ∈ F2 и Ã ∈ F̃2 заслуживают специально-
го рассмотрения. Определим подпространство VA = AV1 =
ÃV1 = Im Ã ⊆ U . В силу перестановочности A с операторами
(6.7) подпространство VA инвариантно относительно операто-
ров ϕ1(g1). Поэтому на VA также определено представление
группы G1:

fA(g1) = ϕ1(g1)
VA

= ϕ(g1, e2)
VA

, где g1 ∈ G1.

Отображение Ã : V1 → VA сплетает представления f1 и fA в
V1 и в VA. Действительно, мы имеем

Ã ◦ f1(g1) = A ◦ϕ(g1)
V1

= ϕ(g1) ◦A
V1

= fA(g1) ◦ Ã.

Отображение Ã : V1 → VA сюръективно по своему определе-
нию. Его ядро Ker Ã ⊆ V1 инвариантно относительно опера-
торов представления f1. В силу неприводимости f1 возникает
альтернатива:

Ker Ã = V1 ⇒ Ã = 0 and VA = {0};
Ker Ã = {0} ⇒ Ã — изоморфизм и f1 ∼= fA.

(6.9)
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Рассмотрим второй вариант в (6.9). Пусть W = V1 ∩ VA.
Операторы f1(g1) и fA(g1) после сужения на W совпадают.
Поэтому W ⊆ V1 инвариантно относительно f1. Используя
неприводимость f1, мы получаем еще одну альтернативу

W = V1 ⇒ VA = V1 и fA = f1;

W = {0} ⇒ VA ∩ V1 = {0} и fA
∼= f1.

(6.10)

Объединим (6.9) и (6.10). Изобразим это в форме следующей
альтернативы:

VA = {0}, fA = 0, Ã = 0;

VA = V1, fA = f1, Ã = λ · 1; (6.11)

VA ∩ V1 = {0}, fA
∼= f1, Ã — изоморфизм.

Условие Ã = λ · 1 во втором варианте альтернативы (6.11)
возникает из леммы Шура 5.2.

Пусть u — некоторый ненулевой вектор из V1. Фиксируем
его и рассмотрим пространство V2 ⊆ U полученное из u при
действии операторов A ∈ F2:

V2 = {v ∈ U : v = Au для некоторого A ∈ F2}. (6.12)

Подпространство V2 инвариантно относительно действия опе-
раторов (6.8). Это определяет представление (f2, G2, V2) груп-
пы G2, заданное операторами

f2(g2) = ϕ2(g2)
V2

= ϕ1(e1, g2)
V2

. (6.13)

В силу определения (6.12) для любого вектора y ∈ V2 най-
дется отображение Ã ∈ F̃2, такое, что y = Ãu. Докажем,
что отображение Ã определяется вектором y ∈ V2 однознач-
но. В соответствии с альтернативой (6.11) рассмотрим три
возможных случая.
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Если y = 0, то Ker Ã 6= 0. В силу альтернативы (6.9)
единственным отображением Ã ∈ F2, удовлетворяющим усло-
вию y = Ãu, будет нулевое отображение Ã = 0. Это первый
случай в альтернативе (6.11).

Если y 6= 0 и y ∈ V1, то из y = Ãu вытекает y ∈ V1 ∩
VA. Следовательно, пересечение V1 ∩ VA ненулевое и работает
второй вариант альтернативы (6.11). Значит, Ã = λ · 1 и
y = λu. Число λ, связывающее два ненулевых коллинеарных
вектора, определяется этими векторами однозначно. Поэтому
отображение Ã = λ · 1 также однозначно определено.

Наконец, третий случай y /∈ V1. Значит, V1 ∩ VA = {0}
и отображение Ã : V1 → VA биективно. Предположим, что
условие y = Ãu фиксирует отображение Ã ∈ F2 неоднознач-
но. Рассмотрим два таких отображения Ã1 и Ã2. Связанные
с ними подпространства VA1

и VA2
совпадают. Действитель-

но, y ∈ VA1
∩ VA2

6= {0}. Значит VA1
∩ VA2

— нетривиальное
инвариантное подпространство для неприводимых представ-
лений fA1

∼= f1 и fA2
∼= f1. Отсюда VA1

∩ VA2
= VA1

= VA2
.

Используя совпадение VA1
= VA2

и биективность отображений

Ã1 : V1 → VA1
, Ã2 : V1 → VA2

,

обратим одно из них и рассмотрим оператор Ã3 = Ã−1
2

◦ Ã1.
Этот оператор невырожден, он действует в пространстве V1 и
осуществляет автоморфизм представления f1, т. е. он сплетает
операторы этого представления:

Ã3 ◦ f1(g1) = f1(g1) ◦ Ã3.

Используя неприводимость f1 и применяя лемму Шура 5.2,
получим Ã3 = λ · 1. Это дает Ã1 = λÃ2. Теперь из условий
y = Ã1u и y = Ã2u получаем λ = 1. Значит, Ã2 = Ã1.
Единственность отображения Ã установлена.

Для отображения Ã ∈ F̃2, которое мы только что опре-
делили из условия y = Ãu, введем обозначение Ã = Ã(y).

Зависимость Ã от y можно трактовать как отображение
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Ã : V2 → Hom(V1, U). Нетрудно проверить, что такое отобра-
жение линейно. Оно удовлетворяет соотношению

Ã(f2(g2)y) = ϕ2(g2) ◦ Ã(y), (6.14)

где f2(g2) определен согласно (6.13). Докажем соотношение
(6.14). Вспомним, что Ã(y) — это сужение на V1 некоторого
оператора A1 ∈ F2 определяемое условием

A1u = Ã(y)u = y.

Но оператор A2 = ϕ2 ◦A1 также принадлежит F2 (см. опреде-
ление F2 выше). Оператор A2 удовлетворяет условию

A2u = ϕ2(g2)A1u = ϕ2(g2)y = f2(g2)y.

Поэтому сужение A2 на V1 совпадает с Ã(f2(g2)y). Равенство
(6.14) доказано.

Следующий шаг в доказательстве теоремы 6.2 состоит в
применении отображения Ã(y) к построению изоморфизма
представлений f = f1 ⊗ f2 и ϕ. Но прежде, чем делать это,
заметим, что мы не располагаем информацией о неприводи-
мости представления f2, заданного формулой (6.13). Однако,
мы можем перейти к рассмотрению неприводимого представ-
ления f2 в силу следующего рассуждения. Пусть Ṽ2 ⊆ V2 —
некоторое неприводимое инвариантное подпространство для
представления (6.13). Если u ∈ Ṽ2, то Ṽ2 = V2. Это вытекает
из теоремы 3.1. В случае же u /∈ Ṽ2 выберем ненулевой вектор
ũ и подберем отображение Ã ∈ F̃2, такое, что Ãu = ũ. Су-
ществование и единственность такого отображения Ã = Ã(ũ)

мы уже установили. В нашем случае Ã 6= 0. Поэтому из
альтернативы (6.11) мы видим, что отображение Ã биектив-
но и устанавливает изоморфизм представлений f1 ∼= fA. В
силу этого изоморфизма представление f1 можно заменить
на fA, которое также неприводимо. Последнее предпочти-
тельно тем, что соответствующее пространство VA содержит

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.



36 ГЛАВА I. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП.

вектор ũ. Орбита же вектора ũ порождает неприводимое
подпространство Ṽ2 в пространстве действия представления
ϕ2. Поэтому мы должны вернуться в начало наших постро-
ений и считать, что в качестве V1 изначально было выбрано
то неприводимое подпространство представления ϕ1 , кото-
рое содержит вектор u, порождающий неприводимое подпро-
странство представления ϕ2. Возможность такого выбора
была только что продемонстрирована.

Итак, при удачном выборе пространства V1 представле-
ния (f1, G1, V1) и (f2, G2, V2) неприводимы. Рассмотрим их
тензорное произведение f = f1 ⊗ f2 и построим отображение
σ : V1 ⊗ V2 → U по следующей формуле:

σ(x⊗ y) = Ã(y)x, где x ∈ V1, y ∈ V2. (6.15)

Покажем, что отображение (6.15) является сплетающим для
представлений (f1 ⊗ f2, G1 × G2, V1 ⊗ V2) и (ϕ,G1 × G2, U).
Действительно, мы имеем

ϕ(g1, g2) σ(x⊗ y) = ϕ1(g1)ϕ2(g2)Ã(y)x =

= ϕ2(g2)Ã(y)ϕ1(g1)x,

σf(g1, g2)(x⊗ y) = σ((f1(g1)x)⊗ (f2(g2)y)) =

= Ã(f2(g2)y)f1(g1)x.

(6.16)

Совпадение значений двух последних выражений в (6.16) вы-
текает из (6.14). Таким образом, из (6.16) получаем

ϕ(g1, g2) ◦σ = σ ◦ f(g1, g2).

Это в точности соотношение сплетения (1.1) для представле-
ний f и ϕ. Отображение σ осуществляет гомоморфизм этих
представлений. Заметим, что

σ(u× u) = Ã(u)u = u 6= 0.
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Поэтому σ 6= 0. Остается использовать неприводимость пред-
ставлений f = f1 ⊗ f2 and ϕ. Из леммы Шура 5.1 тогда
заключаем, что σ — изоморфизм. Неприводимость f выте-
кает из неприводимости f1 и f2 в силу предыдущей теоремы.
Этим доказательство теоремы 6.2 завершено.

§ 7. Унитарные представления.

Определение 7.1. Конечномерное комплексное векторное
пространство V , оснащенное симметричной полуторалиней-
ной положительно определенной формой, называется эрми-

товским пространством.

Напомним, что полуторалинейная форма на V — это ком-
плекснозначная числовая функция ϕ(x,y) с двумя векторны-
ми аргументами x,y ∈ V , удовлетворяющая условиям

(1) ϕ(x1 + x2,y) = ϕ(x1,y) + ϕ(x2,y);
(2) ϕ(αx,y) = αϕ(x,y);
(3) ϕ(x,y1 + y2)ϕ(x,y1) + ϕ(x,y2);
(4) ϕ(x, αy) = αϕ(x,y).

Черта над α во втором условии означает комплексное со-
пряжение. Условия (1)–(4) обычно дополняют условиями
симметричности и положительной определенности:

(5) ϕ(x,y) = ϕ(y,x);
(6) ϕ(x,x)> 0 для всех x 6= 0.

Условие (5) влечет вещественность ϕ(x,x). Условие (6) усили-
вает условие (5) требованием положительности ϕ(x,x). Фор-
ма ϕ(x,y) называется невырожденной, если из ϕ(x,y) = 0
для всех y ∈ V вытекает x = 0. Отметим, что положительная
определенность влечет невырожденность.

Симметричная положительно определенная форма, фигу-
рирующая в определении эрмитовского пространства, назы-
вается эрмитовским скалярным произведением. Для нее фик-
сируем следующее обозначение:

ϕ(x,y) = 〈x|y〉.
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Пусть e1, . . . , en — базис в пространстве V . Величины
gij = 〈ei|ej〉 составляют матрицу Грама базиса e1, . . . , en.
Они удовлетворяют соотношению gij = gji, которое вытекает
из симметричности скалярного произведения.

Базис, матрица Грама которого единична, называется ор-

тонормированным базисом. Существование таких базисов
вытекает из диагонализуемости любой симметричной полуто-
ралинейной формы.

Определение 7.2. Линейный оператор A : V → V в эр-
митовском пространстве V называется эрмитовским, если
〈x|Ay〉 = 〈Ax|y〉 для всех векторов x и y в V .

Имеется стандартная теория эрмитовских операторов в ко-
нечномерных пространствах. Приведем без доказательства
основные факты этой теории в качестве напоминания.

Теорема 7.1. Эрмитовские операторы находятся во вза-
имно однозначном соответствии с симметрическими полуто-
ралинейными формами в эрмитовском пространстве:

ϕA(x,y) = 〈x|Ay〉, (7.1)

причем невырожденным операторам соответствуют невырож-
денные формы.

Определение 7.3. Эрмитовский оператор A называет-
ся положительно определенным, если соответствующая ему
форма ϕA положительно определена.

Теорема 7.2. Всякий эрмитовский оператор A диагона-
лизуем, причем его собственные числа вещественны, а собст-
венные вектора, отвечающие любым двум несовпадающим
собственным числам λi 6= λj всегда ортогональны.

Теорема 7.3. Оператор A является эрмитовским тогда и
только тогда, когда его собственные числа вещественны и он
диагонализуется в некотором ортонормированном базисе.
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Доказательство теорем 7.1, 7.2 и 7.3 можно найти во мно-
гих стандартных учебниках по линейной алгебре. Нам по-
требуется еще одна теорема, которая также встречается в
литературе, но менее стандартна.

Теорема 7.4. Пусть оператор A диагонализуем и его соб-
ственные числа λ1, . . . , λn вещественны и неотрицательны.
Тогда существует однозначно определенный диагонализуемый
оператор B с вещественными собственными числами µi > 0,
такой, что B2 = A и оператор B перестановочен с любым
оператором C, с которым перестановочен оператор A. Если
оператор A эрмитовский, то соответствующий ему оператор
B также эрмитовский.

Оператор B из теоремы 7.4 естественно называть корнем

квадратным из оператора A. Докажем его существование.
Пусть e1, . . . , en — базис из собственных векторов оператора
A, отвечающих собственным числам λ1, . . . , λn. Определим
оператор B его действием на базисные вектора:

Bei =
√

λi ei, i = 1, . . . , n. (7.2)

При таком определении оператор B диагоналей в том же
базисе, что и A, причем его собственные числа µi =

√
λi

вещественны и неотрицательны.
Рассмотрим вопрос о перестановочности операторов B и C.

Перестановочность операторов A и C означает

(λi − λj)C
i
j = 0, (7.3)

где Ci
j — матрица оператора C в базисе e1, . . . , en. Условие

(7.3) эквивалентно занулению Ci
j = 0 для всех λi 6= λj . Но

λi 6= λj влечет µi 6= µj . Поэтому оператор B, заданный соот-
ношениями (7.2) перестановочен с любым оператором C, ко-
торый перестановочен с A. Если оператор A эрмитовский, то
базис e1, . . . , en можно выбрать ортонормированным. Тогда
из теоремы 7.3 получаем, что оператор B также эрмитовский.
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Остается доказать единственность оператора B, опреде-
ляемого перечисленными в теореме 7.4 условиями. Условие
Ci

j = 0 для всех λi 6= λj , вытекающее из A ◦C = C ◦A, можно
сформулировать инвариантным образом.

Утверждение 7.1. Оператор C перестановочен с диаго-
нализуемым оператором A тогда и только тогда, когда все
собственные подпространства оператора A инвариантны от-
носительно оператора C.

Положим C = A в условиях теоремы 7.4, тогда B ◦A =
A ◦B. Применим сформулированное утверждение 7.1 к опе-
ратору B. Из перестановочности B ◦A = A ◦B в этом случае
получим, что все собственные подпространства оператора A
инвариантны относительно B. Требование диагонализуемо-
сти B теперь означает, что A и B могут быть одновременно
диагонализованы в одном и том же базисе. Далее условия
B2 = A и µi > 0 однозначно определяют выбор оператора B
в соответствии с соотношением (7.2).

Определение 7.4. Линейное отображение T : V → W
одного эрмитовского пространства в другое называется изо-

метрией, если 〈Tx|Ty〉 = 〈x|y〉 для всех x,y ∈ V , т. е. если
оно сохраняет скалярное произведение.

В силу невырожденности полуторалинейных форм, опреде-
ляющих скалярное произведение в V и W всякая изометрия
T : V → W инъективна.

Определение 7.5. Линейный оператор T ∈ End(V ) назы-
вается унитарным оператором, если он осуществляет изомет-
рию T : V → V .

Унитарные операторы невырождены. Их детерминанты и
их собственные числа удовлетворяют соотношениям:

| detT | = 1, |λ| = 1.
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Унитарные операторы в эрмитовском пространстве V обра-
зуют группу U(V ), которая является подгруппой в Aut(V ).
Унитарные операторы с единичным детерминантом, в свою
очередь, образуют группу SU(V ) ( U(V ).

Определение 7.6. Представление (f,G, V ) группы G в
эрмитовском пространстве V называется унитарным, если
все операторы представления f(g) унитарны.

Унитарные представления образуют важный подкласс в
классе общих представлений групп. Это, в первую очередь,
связано с тем, что именно такие представления возникают
в приложениях теории представлений к квантовой механике.
Не последнюю роль играет также следующий полезный факт.

Теорема 7.5. Всякое унитарное представление (f,G, V )
вполне приводимо.

Действительно, пусть U ⊆ V инвариантное подпростран-
ство для операторов представления f . Но в случае унитарно-
го оператора f(g) ортогональное дополнение к инвариантному
подпространству

U⊥ = {x ∈ V : 〈x|y〉 = 0 для всех y ∈ U}

также является инвариантным. Пространства U b U⊥ имеют
тривиальное пересечение и их прямая сумма совпадает с V .
Поэтому U⊥ есть необходимое инвариантное прямое дополне-
ние к U . Полная приводимость f установлена.

Следствие 7.1. Всякое представление f , эквивалентное
некоторому унитарному представлению h, вполне приводимо.

Пусть A : V → W — сплетающее отображение, которое
осуществляет изоморфизм из f в h. Тогда инвариантным
прямым дополнением к инвариантному подпространству U
будет подпространство A−1((AU)⊥).

Наряду с понятием эквивалентности, для унитарных пред-
ставлений вводится понятие унитарной эквивалентности.
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Определение 7.7. Унитарные представления (f,G, V ) и
(h,G,W ) называются унитарно эквивалентными, если суще-
ствует изометрия A : V → W осуществляющая изоморфизм
этих представлений.

Следующая теорема показывает, что, несмотря на разли-
чие в определениях, понятия эквивалентности и унитарной
эквивалентности совпадают.

Теорема 7.6. Если два унитарных представления f и h
эквивалентны, то они и унитарно эквивалентны.

Для доказательства этой теоремы нам потребуется следу-
ющий вспомогательный факт, который мы сформулируем в
виде леммы.

Лемма 7.1. Пусть A : V → W — биективное линейное
отображение из эрмитовского пространства V в эрмитовское
пространство W . Тогда его можно разложить в композицию
A = T ◦B, где T : V → W — изометрия, а B — эрмитовский
положительно определенный оператор в пространстве V .

Доказательство леммы. Рассмотрим следующую полу-
торалинейную форму на пространстве V :

ϕ(x,y) = 〈Ax|Ay〉. (7.4)

Нетрудно видеть, что форма (7.4) симметрична и положи-
тельно определена. Используем теорему 7.1 для того, чтобы
определить эрмитовский положительно определенный опера-
тор D в пространстве V . Соответствующая ему форма (7.1)
совпадает с (7.4). Это дает

〈x|Dy〉 = 〈Ax|Ay〉. (7.5)

По оператору D в соответствии с теоремой 7.4 построим эрми-
товский положительно определенный оператор B, являющий-
ся корнем квадратным из D, т. е. B2 = D. Теперь рассмотрим

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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отображение T : V → W , определив его как композицию
T = A ◦B−1. Ввиду положительной определенности оператор
B невырожден. Поэтому он обратим. Остается показать, что
отображение T — изометрия. Действительно, мы имеем

〈Tx|Ty〉 = 〈A ◦B−1x|A ◦B−1y〉 = 〈B−1x|D ◦B−1y〉. (7.6)

Последнее равенство в цепочке (7.6) обеспечивается соотно-
шением (7.5). Дальнейшие вычисления очевидны:

〈B−1x|D ◦B−1y〉 = 〈B−1x| ◦By〉 = 〈B ◦B−1x|y〉 = 〈x|y〉.

Соединяя это с (7.6), получаем 〈Tx|Ty〉 = 〈x|y〉 для произ-
вольных двух векторов x,y ∈ V . Значит, T — изометрия.
Лемма доказана. �

Доказательство теоремы 7.6. Отображение A = T ◦B
в данном случае осуществляет изоморфизм унитарных пред-
ставлений f и h. Поэтому мы имеем

T ◦B ◦ f(g) = h(g) ◦T ◦B для всех g ∈ G. (7.7)

Покажем, что оператор B перестановочен с операторами
представления f(g). Для этого установим перестановочность
оператора D = B2 с f(g):

〈x|f(g)B2y〉 = 〈f(g−1)x|BBy〉 = 〈Bf(g−1)x|By〉.

Здесь мы сначала воспользовались унитарностью оператора
f(g), а затем — эрмитовостью оператора B. Продолжая
выкладки, используем изометричность отображения T :

〈Bf(g−1)x|By〉 = 〈Bf(g−1)x|TBy〉 = 〈TBf(g−1)x|By〉.

Но T ◦B ◦ f(g−1) = h(g−1) ◦T ◦B. Это вытекает из (7.7). Поль-
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зуясь этим соотношением и учитывая унитарность h(g), полу-
чаем следующие равенства:

〈TBf(g−1)x|By〉 = 〈h(g−1)TBx|By〉 = 〈TBx|h(g)TBy〉.

Вновь воспользуемся равенством (7.7) в форме h(g) ◦T ◦B =
T ◦B ◦h(g). Затем учтем изометричность отображения T :

〈TBx|h(g)TBy〉 = 〈TBx|TBf(g)y〉 = 〈T−1TBx|Bf(g)y〉.

Завершим цепочку вычислений, используя эрмитовость B:

〈T−1TBx|Bf(g)y〉 = 〈Bx|Bf(g)y〉 =

= 〈x|BBf(g)y〉 = 〈x|B2f(g)y〉.

В итоге мы получили 〈x|f(g)B2y〉 = 〈x|B2f(g)y〉. В силу
произвольности векторов x и y из этого получаем требуемую
перестановочность операторов f(g) и D = B2. Но положи-
тельно определенный эрмитовский оператор B есть корень
квадратный из положительно определенного эрмитовского
оператора D. Поэтому он коммутирует со всеми операто-
рами, с которыми коммутирует D (см. теорему 7.4). В итоге
f(g) ◦B = B ◦ f(g). Подставим это в соотношение (7.7) и по-
лучим T ◦ f(g) ◦B = h(g) ◦T ◦B. Остается сократить общий
множитель B, что возможно в силу его невырожденности:

T ◦ f(g) = h(g) ◦T для всех g ∈ G. (7.8)

Из (7.8) теперь видим, что изометрическое отображение T
осу ществляет изоморфизм унитарных представлений f и
h. Следовательно эти представления унитарно эквивалентны.
Теорема 7.6 доказана. �



ГЛАВА II

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

§ 1. Регулярные представления конечных групп.

Пусть G — конечная группа и пусть N = |G| — число эле-
ментов этой группы. Рассмотрим множество комплекснознач-
ных числовых функций на G и обозначим его L2(G). Ясно,
что это множество является комплексным линейным вектор-
ным простоанством размерности dim(L2(G)) = N . Оснастим
L2(G) структурой эрмитовского пространства, задав скаляр-
ное произведение двух функций u(g) и v(g) соотношением

〈u|v〉 =
1

N

∑

g∈G

u(g)v(g). (1.1)

Теперь определим действие группы G на L2(G) , задав линей-
ные операторы R(g) : L2(G) → L2(G). Положим

R(g)v(a) = v(a g) для всех a, g ∈ G и v ∈ L2(G). (1.2)

Операторы R(g) действуют на функции из L2(g), осуществляя
правый сдвиг их аргументов. Нетрудно проверить, что они
удовлетворяют соотношению

R(g1) ◦R(g2) = R(g1 g2).

Следовательно, операторы R(g), действующие согласно (1.2),
определяют представление группы G в пространстве L2(G).
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Это представление называется правым регулярным представ-

лением конечной группы G.
Наряду с правым регулярным представлением определяет-

ся также левое регулярное представление (L,G, L2(G)) груп-
пы G. Соответствующие операторы задаются так:

L(g)v(a) = v(g−1 a) для всех a, g ∈ G и v ∈ L2(G). (1.3)

Теорема 1.1. Правое регулярное представление, задавае-
мое операторами (1.2), и левое регулярное представление, за-
даваемое операторами (1.3), унитарны относительно эрмитов-
ской структуры, заданной скалярным произведением (1.1).

Док-во. Проверим унитарность операторов R(g) и L(g)
непосредственным вычислением. Пусть u и v — две произ-
вольные функции из L2(G). Тогда

〈R(g)u|R(g)v〉=
1

N

∑

a∈G

u(a g)v(a g) =

=
1

N

∑

b∈G

u(b) v(b) = 〈u|v〉;

〈L(g)u|L(g)v〉=
1

N

∑

a∈G

u(g−1 a) v(g−1 a) =

=
1

N

∑

b∈G

u(b) v(b) = 〈u|v〉;

Здесь мы воспользовались тем, что правый сдвиг a 7→ b = a g
и левый сдвиг a 7→ g−1 a суть взаимно однозначные отобра-
жения группы G на себя. �

Теорема 1.2. Правое регулярное представление и левое
регулярное представление унитарно эквивалентны.

Док-во. Для доказательства утверждения теоремы необ-
ходимо построить унитарный оператор A : L2(G) → L2(G),
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который сплетает представления (R,G, L2(G)) и (L,G, L2(G)).
Определим его так:

Av(g) = v(g−1) для всех g ∈ G и v ∈ L2(G). (1.4)

Унитарность оператора A относительно эрмитовской струк-
туры (1.1) проверяется следующими вычислениями:

〈Au|Av〉 =
1

N

∑

a∈G

u(a−1) v(a−1) =
1

N

∑

b∈G

u(b)v(b) = 〈u|v〉.

При выполнении этих вычислений мы воспользовались тем,
что операция обращения a 7→ b = a−1 есть взаимно однознач-
ное отображение группы G на себя.

Покажем теперь, что оператор A, заданный соотношени-
ем (1.4), сплетает правое и левое регулярные представления.
Пусть v — некоторая произвольная функция из L2(G). Пусть
также u = L(g)v и w = Av. Тогда

AL(g)v(a) = Au(a) = u(a−1) = v(g−1 a−1) =

= v((a g)−1) = w(a g) = R(g)w(a) = R(g)Av(a).

Из этой цепочки вычислений в силу произвольности v ∈
L2(G) видим, что A ◦L(g) = R(g) ◦A. Теорема доказана. �

§ 2. Инвариантное усреднение на конечной группе.

В предыдущем параграфе мы уже заметили, что идея рас-
смотрения числовых функций на конечной группе достаточ-
но плодотворна. Конечность группы G позволяет опреде-
лить операцию инвариантного усреднения для таких функ-
ций. Для произвольной функции v ∈ L2(G) обозначим через
M [v] число, определяемое соотношением:

M [v] =
1

N

∑

g∈G

v(g), где N = |G|. (2.1)



48 ГЛАВА II. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП.

Мы использовали символ M для обозначения операции инва-
риантного усреднения (2.1), ибо она аналогична вычислению
математического ожидания в теории вероятностей.

Отметим, что операция инвариантного усреднения (2.1)
может быть применена не только к числовым, но и к век-
торным, операторнозначным и матричнозначным функциям
на группе G. Для применимости этой операции необходимо
лишь, чтобы область значений функции f лежала в некото-
ром линейном векторном пространстве. При этом результат
усреднения M [v] будет элементом этого же векторного про-
странства. Операция инвариантного усреднения обладает
следующими очевидными свойствами линейности:

(1) M [u+ v] = M [u] +M [v];
(2) M [αu] = αM [u], где α — число.

Свойство инвариантности усреднения (2.1) проявляется в ви-
де следующих соотношений:

(3) M [R(g)u] = M [u], инвариантность относительно
правых сдвигов;

(4) M [L(g)u] = M [u], инвариантность относительно ле-
вых сдвигов;

(5) M [Au] = M [u], инвариантность относительно инвер-
сий.

Доказательство свойств (3)–(5) сводится к проверке следую-
щих соотношений:

M [R(g)u] =
1

N

∑

a∈G

u(a g) =
1

N

∑

b∈G

u(b) = M [u],

M [L(g)u] =
1

N

∑

a∈G

u(g−1 a) =
1

N

∑

b∈G

u(b) = M [u],

M [Au] =
1

N

∑

a∈G

u(a−1) =
1

N

∑

b∈G

u(b) = M [u].

Напомним, что оператор инверсии A в свойстве (5) задан
соотношением (1.4).
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Если u — векторнозначная функция со значениями из ли-
нейного векторного пространства V , то свойства (1)–(5) can
be можно дополнить еще одним:

(6) M [Bu] = BM [u], где B — линейное отображение,
имеющее V в качестве области определения.

Соотношение (6) выполнено также для операторнозначных
функций со значениями из End(V ):

(6) M [B ◦u] = B ◦M [u], где B — линейное отображение
с областью определения V .

Для таких функций мы можем записать еще два свойства:

(7) trM [u] = M [tru];
(8) M [B ◦u] = B ◦M [u], где B — линейное отображение

с областью определения V .

Операция инвариантного усреднения играет важную роль в
теории представлений конечных групп. В качестве первого
примера ее использования докажем следующий факт.

Теорема 2.1. Всякое конечномерное представление конеч-
ной группы эквивалентно некоторому унитарному представле-
нию этой группы.

Пусть (f,G, V ) — некоторое конечномерное представление
конечной группы G. Для доказательства теоремы мы, вообще
говоря, должны построить унитарное представление (h,G,W )
этой же группы в некотором эрмитовском пространстве W
и найти линейное отображение A : V → W , являющееся
изоморфизмом представлений f и h. Предположим, что это
нам удалось. Тогда имеют место следующие соотношения:

A ◦ f(g) = h(g) ◦A, 〈h(g)u|h(g)v〉= 〈u|v〉.

Пространство V не оснащено своим скалярным произведе-
нием. Но мы превратим его в эрмитовское пространство,
оснастив скалярным произведением по следующему правилу:

〈u|v〉 = 〈Au|Av〉. (2.2)
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Все свойства скалярного произведения для полуторалинейной
формы (2.2) проверяются непосредственно. Положительная
определенность имеет место в силу того, что A — биективное
отображение и KerA = {0}. Представление f оказывается
унитарным относительно скалярного произведения (2.2):

〈f(g)u|f(g)v〉= 〈Af(g)u|Af(g)v〉=

= 〈h(g)Au|h(g)Av〉= 〈Au|Av〉 = 〈u|v〉,

а отображение A устанавливает унитарную эквивалентность
представлений f и h. Приведенные рассуждения показыва-
ют, что для доказательства теоремы 2.1 нет необходимости
строить отдельное унитарное представление (h,G,W ) и уста-
навливать изоморфизм A. Достаточно подобрать подходя-
щее скалярное произведение в V , относительно которого само
представление f было бы унитарным.

Пусть 〈〈f(g)u|f(g)v〉〉 — некоторое произвольное скалярное
произведение в V . Его можно определить, например, восполь-
зовавшись разложением векторов u и v в некотором базисе:

〈〈f(g)u|f(g)v〉〉=

n
∑

i=1

ui vi.

Разумеется, операторы f(g) не обязаны быть унитарными
относительно такого скалярного произведения. Определим
новое скалярное произведение в пространстве V при помощи
операции инвариантного усреднения:

〈u|v〉 = M [〈〈f(g)u|f(g)v〉〉] = 1

N

∑

g∈G

〈〈f(g)u|f(g)v〉〉. (2.3)

Нетрудно видеть, что форма (2.3) полуторалинейна и симмет-
рична. Она также положительно определена:

〈u|u〉 =
∑

g∈G

〈〈f(g)u|f(g)u〉〉
N

=
∑

g∈G

‖f(g)u‖2

N
> 0 ∀ u 6= 0.
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Унитарность f(g) относительно скалярного произведения
(2.3) вытекает из свойства (3) инвариантного усреднения:

〈f(g)u|f(g)v〉 =
∑

a∈G

〈〈f(a)f(g)u|f(a)f(g)v〉〉
N

=

=
∑

a∈G

〈〈f(a g)u|f(a g)v〉〉
N

=
∑

b∈G

〈〈f(b)u|f(b)v〉〉
N

= 〈u|v〉.

В силу сказанного любое конечномерное представление конеч-
ной группы может быть сделано унитарным при подходящем
выборе скалярного произведения (2.3). Это доказывает тео-
рему 2.1.

В качестве немедленного следствия теоремы 2.1 получаем
следующее важное утверждение относительно конечномер-
ных представлений конечных групп.

Теорема 2.2. Всякое конечномерное представление конеч-
ной группы вполне приводимо.

Доказательство этой теоремы основано на теореме 7.5 из
первой главы, согласно которой всякое унитарное представле-
ние вполне приводимо. А для конечномерных представлений
конечных групп мы доказали их эквивалентность унитарным
представлениям.

§ 3. Характеры представлений групп.

Пусть (f,G, V ) — некоторое конечномерное представление
группы G. С каждым таким представлением связана ком-
плексная числовая функция χf на группе G, определяемая
как след операторов представления:

χf (g) = tr f(g). (3.1)

Числовая функция χf (g) на G , определяемая соотношением
(3.1) называется характером представления f .



52 ГЛАВА II. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП.

Теорема 3.1. Характеры конечномерных представлений
обладают следующими свойствами:

(1) характеры эквивалентных представлений совпадают;
(2) характер постоянен на каждом классе сопряженных эле-

ментов;
(3) если представление f унитарно, тоχf (g−1) = χf (g);
(4) характер прямой суммы представлений равен сумме ха-

рактеров отдельных прямых слагаемых;
(5) характер тензорного произведения представлений равен

произведению характеров сомножителей.

Начнем с доказательства первого пункта теоремы. Пусть
представления (f,G, V ) и (h,G,W ) эквивалентны и пусть
A : V → W — соответствующий изоморфизм. Выберем базис
e1, . . . , en в V . Тогда векторы ẽ1 = Ae1, . . . , ẽn = Aen со-
ставляют базис в W . Найдем матрицы операторов f(g) и h(g)
в этих базисах. Они определяются соотношениями:

f(g)ei =

n
∑

j=1

F j
i (g) ej, h(g)ẽi =

n
∑

j=1

Hj
i (g) ẽj. (3.2)

Подставим ẽi = Aei и ẽj = Aej во второе соотношение (3.2) и
учтем соотношение and A ◦ f(g) = h(g) ◦A. Это дает

Af(g)ei =

n
∑

j=1

Hj
i (g)Aej. (3.3)

Отображение A биективно, поэтому на A в (3.3) можно со-
кратить. После этого сравнение (3.3) с первым соотношением

(3.2) дает Hj
i (g) = F j

i (g), т. е. матрицы операторов f(g) и
h(g) совпадают. Значит, tr f(g) = trh(g) и χf (g) = χh(g), что
доказывает первый пункт теоремы 3.1.

Пусть два элемента g и g̃ группы G принадлежат одному
классу сопряженных элементов. Это означает, что g̃ = a g a−1
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для некоторого a ∈ G. Поэтому

f(g̃) = f(a g a−1) = f(a) ◦f(g) ◦f(a)−1.

Остается применить соотношение tr(B ◦A ◦B−1) = tr(A), по-
ложив A = f(g) и B = f(a) в нем. Второй пункт теоремы 3.1
доказан.

Для доказательства третьего пункта теоремы рассмотрим
унитарное представление (f,G, V ) и выберем ортонормиро-
ванный базис V . Условие унитарности представления f мож-
но записать в виде 〈f(g)u|v〉 = 〈u|f(g)−1v〉. Подстановка
u = ei, v = ej и учет соотношения (3.2), определяющего
матрицу оператора f(g), дает

F j
i (g) = F i

j (g
−1). (3.4)

Соотношение (3.4) означает, что матрицы F (g) и F (g−1) отли-
чаются транспонированием. Следы таких матриц совпадают.

Утверждение в пункте (4) теоремы тривиально. Пусть
f = f1⊕f2 и V = V1⊕V2. Выберем базис в V , составленный из
базисов в подпространствах V1 и V2. Матрица оператора f(g)
в таком базисе блочно-диагональна, а диагональные блоки
совпадают с матрицами операторов f1(g) и f2(g). Поэтому
tr f(g) = tr f1(g) + tr f2(g).

Остается последний пункт теоремы. Пусть ϕ = f ⊗ h и
V = U ⊗W . Выберем базис e1, . . . , en в пространстве U и
базис ẽ1, . . . , ẽm в пространстве W . Матрицы операторов
f(g) и h(g) определяются из соотношений

f(g)ei =
n
∑

j=1

F j
i (g) ej, h(g)ẽq =

n
∑

p=1

Hp
q (g) ẽp, (3.5)

которые аналогичны соотношениям (3.2). Базис пространства
V = U ⊗ W составим из векторов Eiq = ei ⊗ ẽq. Он нуме-
руется двумя индексами, поэтому матрица оператора ϕ(g)
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будет изображаться четырехиндексным массивом чисел. Она
определяется из соотношений:

ϕ(g)Eiq =

n
∑

j=1

m
∑

p=1

Φjp
iq (g)Ejp. (3.6)

Действие оператора ϕ(g) на вектор Eiq = ei⊗ ẽq определяется
формулой (5.1) из первой главы:

ϕ(g)(ei ⊗ ẽq) = (f(g)ei) ⊗ (h(g)ẽq). (3.7)

Соединив соотношение (3.7) с формулами (3.5), находим

ϕ(g)Eiq =

n
∑

j=1

m
∑

p=1

F j
i (g)Hp

q (g)Ejp. (3.8)

Теперь из сравнения соотношений (3.6) и (3.8) определим
компоненты матрицы оператора ϕ(g):

Φjp
iq (g) = F j

i (g)Hp
q(g). (3.9)

Остается вычислить след оператора ϕ(g) как след матричного
массива (3.9):

trϕ(g) =

n
∑

i=1

m
∑

q=1

Φiq
iq =

n
∑

i=1

m
∑

q=1

F i
i (g)Hq

q(g) =

(

n
∑

i=1

F i
i (g)

)(

m
∑

q=1

Hq
q (g)

)

= tr f(g) tr h(g).

Полученное соотношение доказывает пункт (5) теоремы 3.1 и
этим завершает доказательство всей теоремы.

Заканчивая, этот параграф, надо отметить, что перечис-
ленные здесь свойства характеров имеют место для конечно-
мерных представлений произвольных групп, а не только для
конечных.
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§ 4. Соотношения ортогональности.

Пусть (f,G, V ) и (h,G,W ) — пара комплексных конечно-
мерных представлений конечной группы G. Выберем неко-
торое отображение B : V → W из линейного пространства
Hom(V,W ) и построим с его помощью функцию ϕB(g) на G
со значениями в пространстве Hom(V,W ). Положим

ϕB(g) = h(g) ◦B ◦ f(g−1).

Результатом инвариантного усреднения функции ϕB(g) по
группе G будет некоторый элемент C ∈ Hom(V,W ):

C = M [ϕB(g)] =
1

N

∑

a∈G

h(a) ◦B ◦ f(a−1). (4.1)

Нетрудно убедиться в том, что отображение C : V → W есть
гомоморфизм представлений из f в h:

C ◦ f(g) = M [ϕB(g)] ◦f(g) =
1

N

∑

a∈G

h(a) ◦B ◦ f(a−1) ◦f(g) =

=
1

N

∑

a∈G

h(a) ◦B ◦ f(a−1 g) =
1

N

∑

b∈G

h(g b) ◦B ◦ f(b−1) =

=
1

N

∑

b∈G

h(g) ◦h(b) ◦B ◦ f(b−1) = h(g) ◦M [ϕB(g)] = h(g) ◦C.

Пусть теперь представления (f,G, V ) и (h,G,W ) неприво-
димы. В случае, когда они не эквивалентны, воспользовав-
шись леммой Шура 5.1, получаем C = 0.

Рассмотрим случай f ∼= h. Для каждой пары эквивалент-
ных неприводимых представлений (f,G, V ) и (h,G,W ) за-
фиксируем некоторое биективное отображение Afh : V → W ,
осуществляющее изоморфизм этих представлений. Тогда сле-
дующая лемма определит структуру отображения C из (4.1).
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Лемма 4.1. Гомоморфизм C : V → W двух эквивалент-
ных неприводимых конечномерных комплексных представле-
ний (f,G, V ) и (h,G,W ) определен однозначно с точностью до
числового множителя, т. е. C = λAfh.

Док-во. Рассмотрим оператор A = A−1
fh

◦C, действующий
в пространстве V . Будучи композицией двух гомоморфиз-
мов, он осуществляет гомоморфизм представления f в себя.
Поэтому A ◦ f(g) = f(g) ◦A для всех f(g). Применяя лемму
Шура 5.2, получим A = λ · 1. Отсюда C = λAfh, что и
требовалось доказать. �

Остается найти величину числового множителя λ. Для
этого воспользуемся следом оператора A, который является
его числовым инвариантом:

λ =
trA

tr 1
=

trA

dimV
=

1

dimV
tr(A−1

fh
◦C).

Подставим в эту формулу выражение (4.1), определяющее
отображение C:

λ =
1

N dimV

∑

a∈G

tr(A−1
fh

◦ h(a) ◦B ◦ f(a−1)) =

=
1

N dimV

∑

a∈G

tr(f(a) ◦A−1
fh

◦B ◦ f(a−1)) =
tr(A−1

fh
◦B)

dimV
.

Здесь мы воспользовались формулой tr(F ◦D ◦F−1) = tr(D)
для F = f(a) и D = A−1

fh
◦B. Результат вычисления парамет-

ра λ позволяет сформулировать следующее утверждение.

Теорема 4.1. Для всяких двух неприводимых конечно-
мерных комплексных представлений (f,G, V ) и (h,G,W ) ко-
нечной группы G выполнено соотношение:

∑

a∈G

h(a) ◦B ◦ f(a−1)

N
=











0 для f 6∼= h,

tr(A−1
fh

◦B)

dimV
для f 6∼= h,

(4.2)

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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которое справедливо при любом выборе линейного отображе-
ния B : V → W из пространства Hom(V,W ).

Соотношение (4.2) является базовым соотношением орто-
гональности в теории представлений конечных групп. Рас-
смотрим матричную форму записи этого соотношения. Пусть
выбраны базисы e1, . . . , en и ẽ1, . . . , ẽm в пространствах V и
W соответственно. Задание этих базисов определяет матрицы
F p

i (a) и Hj
q (a) для операторов f(a) и h(a) и матрицу Bq

p для
отображения B ∈ Hom(V,W ). В случае f 6∼= h базисы в V и
W никак не связаны друг с другом. В случае же f ∼= h удоб-
но выбрать произвольным образом один из базисов, а второй
определить соотношением

ẽi = Afhei, i = 1, . . . , n. (4.3)

При таком выборе базисов отображению Afh будет соответ-
ствовать единичная матрица, а матрицы операторов f(a) и
h(a) совпадут: F p

i (a) = Hp
i (a). Отображение B выберем та-

ким, чтобы единственным ненулевым элементом в его матри-
це был элемент Bq

p = 1, расположенный на пересечении q-ой
строки и p-ого столбца. Тогда соотношение ортогональности
(4.2) перепишется в виде

1

N

∑

a∈G

Hj
q(a)F p

i (a−1) =











0 for f 6∼= h,

δj
i δ

p
q

n
for f ∼= h.

(4.4)

Пусть представления f и h унитарны. Выше мы уже до-
казали, что любое конечномерное комплексное представление
конечной группы можно заменить эквивалентным ему уни-
тарным представлением. При этом, если f и h эквивалентны,
то они и унитарно эквивалентны. Поэтому отображение Afh

можно считать изометрией, а базисы e1, . . . , en и ẽ1, . . . , ẽm
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— ортонормированными. Тогда соотношение (4.4) можно пе-
реписать в следующем виде:

1

N

∑

a∈G

Hj
q (a)F i

p(a) =











0 для f 6∼= h,

δj
i δ

p
q

n
для f ∼= h.

(4.5)

Отметим, что соотношение (4.3) совместимо с ортонормиро-
ванностью базисов e1, . . . , en и ẽ1, . . . , ẽm, ибо Afh — изо-
метрия. При написании (4.5) мы использовали формулу

F p
i (a−1) = F i

p(a)

поскольку матрицы унитарных операторов f(a) в ортонорми-
рованном базисе унитарны.

Положим q = j и p = i в формуле (4.5) и просуммируем
по i и j. В результате этого из (4.5) получим следующее
соотношение для характеров неприводимых представлений f
и h конечной группы:

1

N

∑

a∈G

tr(h(a)) tr(f(a)) =

{

0 для f 6∼= h,

1 для f ∼= h.
(4.6)

Унитарность f и h в (4.6) специально требовать не надо,
ибо характеры эквивалентных представлений совпадают, а
представления f и h эквивалентны унитарным согласно тео-
реме 2.1.

Теорема 4.2. Характеры неэквивалентных неприводимых
конечномерных комплексных представлении конечной группы
G ортогональны как элементы пространства L2(G).

Соотношение (4.6) служит доказательством теоремы 4.2.
Чтобы убедиться в этом, достаточно сравнить его с (1.1). Из
конечности dimL2(G) = N 6 ∞ вытекает конечность чис-
ла попарно не эквивалентных неприводимых конечномерных
комплексных представлений конечной группы G. Это позво-
ляет говорить о полном наборе таких представлений.
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Определение 4.1. Представления f1, . . . , fm образуют
полный набор неэквивалентных неприводимых конечномер-
ных комплексных представлений конечной группы G, если

(1) никакие два из них не эквивалентны друг другу;
(2) любое неприводимое конечномерное комплексное пред-

ставление группы G эквивалентно одному из представле-
ний f1, . . . , fm.

Число m представлений в полном наборе является число-
вым инвариантом конечной группы G. Оно не превосходит
порядка группы N = |G|.

Пусть (f1, G, V1), . . . , (fm, G, Vm) — полный набор неэкви-
валентных неприводимых представлений. Без ограничения
общности мы можем считать эти представления унитарны-
ми. Пусть n1, . . . , nm — размерности этих представлений.
Выберем в каждом из пространств V1, . . . , Vm по ортонор-
мированному базису. Этим определяется семейство матриц с
компонентами

F j
i (g, r), r = 1, . . . , m; 1 6 i, j 6 nr.

Каждая из компонент этих матриц содержит зависимость от
g ∈ G, поэтому ее можно рассматривать как функцию из
L2(G). Из (4.5) получаем следующие соотношения ортого-
нальности для этих функций:

1

N

∑

a∈G

F j
q (a, r)F i

p(a, s) =
1

nr
δrs δij δpq . (4.7)

Соотношения (4.7) означают, что, рассматриваемые как эле-

менты пространства L2(G) функции F j
i (g, r) попарно орто-

гональны. Оказывается, они не только ортогональны, но и
полны в этом пространстве.

Теорема 4.3. Для произвольного набора f1, . . . , fm не-
приводимых унитарных представлений конечной группы G
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матричные элементы операторов fr(g), вычисленные в орто-
нормированных базисах, составляют полную ортогональную
систему функций в пространстве L2(G).

Док-во. Ортогональность функций F i
j (g, r) вытекает из

соотношения (4.7). Остается доказать их полноту. Для этого
рассмотрим правое регулярное представление (R,G, L2(G)).
Оно унитарно относительно эрмитовской структуры, задава-
емой скалярным произведением (1.1) (см. теорему 1.1). По
этой причине правое регулярное представление вполне приво-
димо и раскладывается в прямую сумму унитарных неприво-
димых представлений:

R = R1 ⊕ . . .⊕Rk. (4.8)

Разложению (4.8) вполне регулярного представления R соот-
ветствует разложение пространства L2(G) в прямую сумму
неприводимых R-инвариантных подпространств

L2(G) = W1 ⊕ . . .⊕Wk .

Каждое из неприводимых представлений Rq в (4.8) эквива-
лентно одному из неприводимых унитарных представлений
(fr(q), G, Vr(q)) из полное набора. Пользуясь теоремой 7.6 из
предыдущей главы, заключаем, что представления Rq и fr(q)

унитарно эквивалентны. Это позволяет выбрать в каждом
из подпространств Wq ⊆ L2(G) ортонормированный базис,
состоящий из функций

ϕi(g, q), 1 6 i 6 nr(q), (4.9)

такой, что компоненты матриц операторов Rq(g) в этом бази-

се совпадают с компонентами матриц F j
i (g, r(q)) операторов

соответствующего представления fr(q) из полного списка. За-
пишем это обстоятельство в виде соотношения

Rq(g)ϕi(q, q) =

nr(q)
∑

j=1

F j
i (q, r(q))ϕj(a, q). (4.10)
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Но оператор Rq(g) есть сужение оператора R(q) из (4.8) на
инвариантное подпространство Wq, а ϕi(a, q) — элемент этого
подпространства. Поэтому

Rq(g)ϕi(a, q) = R(g)ϕi(a, q) = ϕi(a g, q). (4.11)

Подставим (4.11) в (4.10). В полученном выражении положим
a = e. Величины ϕi(e, q) — это некоторые константы, обозна-
чим их ciq = ϕi(e, q). В результате получим соотношение

ϕi(g, q) =

nr(q)
∑

j=1

cjq F
j
i (q, r(q)). (4.12)

которое представляет собой разложение функции ϕi(g, q) по

системе функций F j
i (q, r(q)). Но система функций ϕi(g, q) из

(4.9) составляет базис в L2(G). Она полна и любой элемент
ϕ(g) ∈ L2(G) может быть разложен по ней. В силу (4.12)
любое разложение ϕ(g) по функциям ϕi(g, q) может быть

трансформировано в разложение ϕ(g) по F j
i (q, r(q)). Следо-

вательно система функций F j
i (q, r(q)) полна. �

Пусть (ϕ,G, V ) — конечномерное комплексное представле-
ние конечной группы. Оно вполне приводимо (см. теорему
2.2) и раскладывается в сумму неприводимых представлений:

ϕ = ϕ1 ⊕ . . .⊕ ϕν . (4.13)

Каждое из неприводимых представлений ϕq в (4.13) экви-
валентно одному из представлений fr(q) из полного набора.
Обозначим через kr число неприводимых представлений в
разложении (4.13), эквивалентных представлению fr. Тогда
разложение (4.13) изображается в виде

ϕ ∼= k1 f1 ⊕ . . .⊕ km fm. (4.14)
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Числа kr в (4.14) называются кратностями вхождения не-
приводимых представлений fr в представление ϕ. Соотноше-
ние ортогональности (4.6) для характеров позволяет вычис-
лять кратности kr в (4.14), не вычисляя фактически разло-
жения (4.13) для функции ϕ:

kr =
1

N

∑

g∈G

trϕ(g) trfr(g). (4.15)

Соотношение (4.15) вытекает из следующего разложения для
функции trϕ(g):

trϕ(g) = k1 tr f1 + . . .+ km tr fm. (4.16)

Формула (4.16), в свою очередь, вытекает из (4.14).
Найдем разложение (4.14) для правого регулярного пред-

ставления R(g). Соответствующее разложение для левого
регулярного представления буде точно таким же, ибо левое
и правое регулярные представления эквивалентны. Для вы-
числения следа оператора R(g) необходимо выбрать базис в
L2(G) и и вычислить матричные элементы этого оператора в
выбранном базисе. Доказанная выше теорема 4.3 позволяет

использовать в качестве базиса семейство функций F j
i (g, r),

построенное по некоторому полному набору неприводимых
представлений. Базисные функции F j

i (g, r) нумеруются тре-
мя индексами i, j и r, поэтому матрица оператора R(g) в
таком базисе будет задана шестииндексным массивом чисел
Rjp

qi (r, s), который определяется так:

R(g)F j
i (a, r) =

m
∑

s=1

ns
∑

q=1

ns
∑

p=1

Rjp
qi (r, s)F

q
p(a, s). (4.17)

След этой матрицы вычисляется по следующей формуле:

trR(g) =

m
∑

r=1

ns
∑

i=1

ns
∑

j=1

Rji
ji(r, r). (4.18)
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Вычислим левую часть равенства (4.17) непосредственно, ис-
ходя из соотношения (1.2) , определяющего оператор R(g):

R(g)F j
i (a, r) = F j

i (a g, r) =

nr
∑

p=1

F j
p (a, r)F p

i (g, r). (4.19)

Здесь при выводе (4.19) мы воспользовались соотношени-
ем fr(a g) = fr(a) ◦fr(g), переписав его в матричной форме.
Сравнивая (4.19) с (4.17), and (4.19), находим

Rjp
qi (r, s) = δrsδ

j
q F

p
i (g, r).

Остается подставить это (4.18) и просуммировать:

trR(g) =

m
∑

r=1

nr tr fr(g). (4.20)

Сравним (4.20) с (4.16). Вытекающий из такого сравнения
результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 4.4. Каждое неприводимое представление fr из
полного набора f1, . . . , fm неприводимых конечномерных
комплексных представлений конечной группы G входит в со-
став ее правого регулярного представления R с кратностью
kr = nr = dimVr, равной размерности представления fr.

Точно такое же утверждение имеет место и для левого ре-
гулярного представления (L,G, L2(G)) группы G. Теорема 4.4
имеет следующее немедленное следствие, которое вытекает из
того, что dimL2(G) = |G|.

Следствие 4.1. Порядок конечной группы N = |G| равен
сумме квадратов размерностей всех ее попарно не эквивалент-
ных неприводимых конечномерных комплексных представле-
ний: N = (n1)

2 + . . .+ (nm)2.

Этот же результат можно получить, посчитав общее чис-
ло функций, входящих в соотношения (4.7) и образующих
полную ортогональную систему функций в L2(G).

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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Рассмотрим семейство характеров χ1, . . . , χm неприводи-
мых представлений, образующих полный набор f1, . . . , fm.
В силу теоремы 4.2 и соотношения (4.6) они ортогональны,
но, воооще говоря, не образуют полную систему функций в
L2(G). Из теоремы 3.1 мы знаем, что эти функции постоянны
на классах сопряженных элементов в G. Обозначим через
M2(G) множесгво комплексных числовых функций на группе
G, постоянных на классах сопряженных элементов. Ясно, что
M2(G) — линейное подпространство в L2(G). Оно наследует
эрмитовское скалярное произведение (1.1) с L2(G).

Теорема 4.5. Семейство характеров χ1, . . . , χm представ-
лений f1, . . . , fm полного набора неприводимых конечномер-
ных комплексных представлении конечной группы G образует
полную ортонормированную систему функций (базис) в про-
странстве M2(G) ⊆ L2(G)

В силу теоремы 3.1 все характеры χ1, . . . , χm принадле-
жат M2(G). Они ортогональны друг другу и нормированы
на единицу. Это вытекает из теоремы 4.2. Остается показать
полноту этих функций. Пусть ϕ(g) — некоторый произволь-
ный элемент пространства M2(G). Тогда ϕ можно разложить

по семейству функций F j
i (g, r) (см. теорему 4.3:

ϕ(g) =
m
∑

r=1

nr
∑

i=1

nr
∑

j=1

c i
j (r)F

j
i (g, r). (4.21)

Осуществим сопряжение g 7→ a g a−1 в аргументе функции
ϕ(g). От этого ее значение не поменяется, ибо ϕ(g) ∈ M2(G).
Не поменяется оно и после усреднения по всевозможным со-
пряжениям элементами группы G:

ϕ(g) =
1

N

∑

a∈G

ϕ(a g a−1). (4.22)
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Подставим разложение (4.21) в (4.22). Это дает

ϕ(g) =

m
∑

r=1

nr
∑

i=1

nr
∑

j=1

c i
j (r)

(

1

N

∑

a∈G

F j
i (a g a−1, r)

)

. (4.23)

Обозначим через ψj
i (g, r) выражение, стоящее в круглых скоб-

ках в правой части (4.23). Для него получаем

ψj
i (g, r) =

1

N

∑

a∈G

nr
∑

p=1

nr
∑

q=1

F j
p (a, r)F p

q (g, r)F q
i (a−1, r).

Здесь применена формула fr(a g a
−1) = fr(a) ◦ fr(g) ◦fr(a

−1)
переписанная в матричной форме. Воспользуемся унитарно-
стью матриц F j

i (a, r) и применим соотношение (4.7):

ψj
i (g, r) =

1

N

∑

a∈G

nr
∑

p=1

nr
∑

q=1

F j
p (a, r)F p

q (g, r)F i
q(a, r) =

=
1

nr

nr
∑

p=1

nr
∑

q=1

F p
q (g, r) δj

i δ
q
p.

Выполнив суммирования в правой части выведенной форму-
лы, для величин ψj

i (g, r) окончательно получим

ψj
i (g, r) =

1

nr
tr fr(g) δ

j
i =

1

nr
χr(g) δ

j
i .

Остается подставить полученное выражение в (4.23). В ре-
зультате такой подстановки находим

ϕ(g) =
m
∑

r=1

(

nr
∑

i=1

c i
i (r)

nr

)

χr(g). (4.24)

Из (4.24) явно видно, что любая функция ϕ(g) ∈ M2(G)
раскладывается по системе функций χ1, . . . , χm.

Очевидным следствием из только-что доказанной теоре-
мы 4.5 является следующая теорема о числе неприводимых
представлений конечной группы в полном наборе.
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Теорема 4.6. Число представлений m в полном наборе
f1, . . . , fm неприводимых конечномерных комплексных пред-
ставлений конечной группы G совпадает с числом классов со-
пряженных элементов в группе G.

§ 5. Разложение на неприводимые компоненты.

Пусть G — конечная группа. Теорема 4.6 определяет число
m неприводимых представлений в полном наборе f1, . . . , fm,
а теорема 4.4 указывает способ поиска таких представлений.
Действительно, каждое из представлений f1, . . . , fm входит
в состав правого регулярного представления (R,G, L2(G)), по
меньшей мере, один раз. Дело сводится, таким образом, к
построению разложения (4.13) для ϕ = R. В случае каждой
конкретной конечной группы G это может быть осуществлено
методами линейной алгебры.

Предположим, что эта часть работы уже выполнена и пол-
ный набор неприводимых унитарных представлений группы
G уже построен. Тогда, выбрав ортонормированные базисы в
пространствах V1, . . . , Vm представлений f1, . . . , fm, мы мо-
жем считать известными матричные элементы F j

i (g, r) опера-
торов fr(g). В этих предположениях мы рассмотрим вопрос
о разложении любого заданного представления (ϕ,G, V ) на
неприводимые компоненты. Определим операторы

P i
j (r) =

nr

N

∑

a∈G

F j
i (a, r)ϕ(a). (5.1)

Число этих операторов совпадает с числом функций F j
i (a, r),

но часть из них может быть равна нулю. Их можно тракто-
вать как коэффициенты Фурье разложения операторнознач-
ной функции по ортогональной системе функций в L2(G).
Следующее соотношение соответствует такой трактовке:

ϕ(g) =

m
∑

r=1

nr
∑

i=1

nr
∑

j=1

F j
i (a, r)P i

j(r). (5.2)
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Оно легко выводится из соотношения ортогональности (4.7).
На базе этого же соотношения (4.7) выводится целый ряд дру-
гих соотношений, которым удовлетворяют операторы (5.1). В
первую очередь рассмотрим следующие:

ϕ(g) ◦P i
j (r) =

nr
∑

q=1

F q
j (g, r)P i

q(r), (5.3)

P i
j (r) ◦ϕ(g) =

nr
∑

q=1

F i
q(g, r)P

q
j (r). (5.4)

Докажем соотношение (5.3) непосредственным вычислением.
Для преобразования левой части (5.3) воспользуемся форму-
лой (5.1) для оператора P i

j (r):

ϕ(g) ◦P i
j (r) =

nr

N

∑

a∈G

F j
i (a, r)ϕ(g) ◦ϕ(a) =

=
nr

N

∑

a∈G

F j
i (a, r)ϕ(g a).

Сделав замену b = g a при суммировании по группе, получаем

ϕ(g) ◦P i
j (r) =

nr

N

∑

b∈G

F j
i (g−1 b, r)ϕ(b) =

=
nr

N

∑

b∈G

nr
∑

q=1

F j
q (g−1, r)F q

i (b, r)ϕ(b).

Здесь использовалось соотношение fr(g
−1 b) = fr(g

−1) ◦ fr(b)
предварительно записанное в матричной форме. Теперь оста-
ется использовать соотношение fr(g

−1) = fr(g)
−1 и унитар-

ность матриц F (g, r). Это дает

ϕ(g) ◦P i
j (r) =

nr
∑

q=1

F q
j (g, r)

(

nr

N

∑

b∈G

F q
i (b, r)ϕ(b)

)

=

=

nr
∑

q=1

F q
j (g, r)P i

q(r).
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Сравнив левую и правую части полученной цепочки равенств,
видим что соотношение (5.3) доказано. Доказательство соот-
ношения (5.4) аналогично, поэтому мы его не приводим.

Положим j = i в формулах (5.3) и (5.4) и просуммиру-
ем эти равенства по i. При этом двойные суммы, которые
возникают в правых частях полученных равенств, совпадают.
Поэтому результат можно записать в виде

nr
∑

i=1

ϕ(g) ◦P i
i (r) =

nr
∑

i=1

P i
i (r) ◦ϕ(g) =

=

nr
∑

i=1

nr
∑

j=1

F j
i (g, r)P i

j(r).

(5.5)

Правая часть (5.5) отличается от (5.2) отсутствием суммиро-
вания по r. Соединив (5.5) и (5.2), получаем

ϕ(g) =

m
∑

r=1

nr
∑

i=1

ϕ(g) ◦P i
i (r)

m
∑

r=1

nr
∑

i=1

P i
i (r) ◦ϕ(g). (5.6)

Соотношение (5.6) делает естественным рассмотрение новых
операторов P (r), определенных по следующей формуле:

P (r) =

nr
∑

i=1

P i
i (r) =

nr

N

∑

a∈G

tr fr(a)ϕ(a). (5.7)

В обозначениях (5.7) соотношение (5.6) переписывается в виде

ϕ(g) =
m
∑

r=1

ϕ(g) ◦P (r)
m
∑

r=1

P (r) ◦ϕ(g). (5.8)

Полагая g = e в (5.8), получаем разложение единицы (еди-
ничного оператора) по операторам (5.7):

1 =

m
∑

r=1

P (r). (5.9)
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Теорема 5.1. Операторы P (r) : V → V , r = 1, . . . , m,
определенные по формуле (5.7) обладают следующим набором
свойств:

(1) удовлетворяют соотношению P (r)2 = P (r), в силу чего
при P (r) 6= 0 являются проекторами на подпространства
V (r) = ImP (r);

(2) перестановочны с операторами представления ϕ(g), в си-
лу чего подпространства V (r) инвариантны относительно
ϕ(g);

(3) удовлетворяют (5.9) и соотношениям P (r) ◦P (s) = 0 при
r 6= s, в силу чего разложение V = V (1) ⊕ . . . ⊕ V (m)
есть разложение в прямую сумму инвариантных подпро-
странств.

Соотношение P (r)2 = P (r) из первого пункта теоремы и
соотношение P (r) ◦P (s) = 0 для r 6= s из пункта (3) можно
объединить в одно общее соотношение:

P (r) ◦P (s) = P (r) δrs =

{

0 при r 6= s,

P (r) при r = s.
(5.10)

Соотношение (5.10) легко выводится из следующего более
общего соотношения для операторов P i

j (r) определенных со-
гласно формуле (5.1) в начале параграфа:

P i
j (r) ◦P k

q (s) = δrs δ
i
q P

k
j (r). (5.11)

Доказательство соотношения (5.11) удобно получать непо-
средственным вычислением. Из формулы (5.1) для произве-
дения операторов, стоящих в левой части (5.11) имеем

P i
j (r) ◦P k

q (s) =
nr ns

N2

∑

a∈G

∑

b∈G

F j
i (a, r)F q

k(b, s)ϕ(a b).
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Положим c = a b и выберем c в качестве нового параметра
при суммировании по группе G взамен b. Это дает

P i
j (r) ◦P k

q (s) =
nr ns

N2

∑

a∈G

∑

c∈G

F j
i (a, r)F q

k (a−1 c, s)ϕ(c) =

=
nr ns

N2

∑

a∈G

∑

c∈G

F j
i (a, r)

ns
∑

p=1

F q
p (a−1, s)F p

k (c, s)ϕ(c).

Дальнейшие преобразования используют унитарность F (a, s):

P i
j (r) ◦P k

q (s) =

ns
∑

p=1

∑

a∈G

nr F
j
i (a, r)F p

q (a, s)

N

∑

c∈G

ns F
p
k (c, s)ϕ(c)

N
.

После чего применяем соотношение ортогональности (4.7) и
соотношение (5.1):

P i
j (r) ◦P k

q (s) =

ns
∑

p=1

δrs δ
p
j δ

i
q P

k
p (s) = δrs δ

i
q P

k
j (r).

Сравнивая левую и правую части полученного равенства,
убеждаемся в том, что формула (5.11) доказана. Значит
доказано и соотношение (5.10).

Соотношение P (r)2 = P (r), вытекающее из (5.10), в случае
ненулевого оператора P (r) 6= 0 означает, что P (r) есть опе-
ратор проектирования. Он проектирует пространство V на
подпространство V (r) = ImP (r) параллельно подпростран-
ству KerP (r) (подробнее о проекторах см. [1]). Соотношение

P (r) ◦P (s) = 0 = P (s) ◦P (r) для r 6= s (5.12)

означает, что проекторы P (1), . . . , P (m) перестановочны и
ImP (r) ⊆ KerP (s) при r 6= s. В силу (5.12) и (5.9) семейство

CopyRight c© Sharipov R.A., 1995, 2006.
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проекторов P (1), . . . , P (m) является согласованным и пол-
ным. Оно определяет разбиение пространства V в прямую
сумму подпространств:

V = V (1)⊕ . . .⊕ V (m) =

m
⊕

r=1

V (r). (5.13)

Пункт (2) теоремы 5.1, утверждающий перестановочность
операторов P (r) and ϕ(g), вытекает непосредственно из (5.5).
В силу этого, все подпространства в (5.13) являются инвари-
антными подпространствами представления (ϕ,G, V ).

Матричные элементы F j
i (a, r) операторов fr(a) зависят от

выбора базисов в пространствах соответствующих представ-
лений. Операторы P i

j (r), вычисляемые по формуле (5.1), так-
же зависят от выбора этих базисов. Однако, операторы P (r)
уже не зависят от этого, ибо следы операторов fr(a) в фор-
муле (5.7) являются их скалярными инвариантами. В силу
сказанного разложение (5.13) также инвариантно и определя-
ется только самой группой G и ее представлением ϕ. Найдем
связь разложений (5.13) и (4.14).

Теорема 5.2. Сужение представления ϕ на инвариантное
подпространство V (r) = ImP (r) изоморфно неприводимому
представлению fr, взятому с кратностью kr, где kr — один из
коэффициентов в разложении (4.14).

Для доказательства теоремы 5.2 воспользуемся следующим
соотношением, левая часть которого совпадает с оператором
P (r) для представления ϕ = fs (см. формулу (5.7)):

nr

N

∑

a∈G

nr
∑

i=1

F i
i (a, r)fs(a) =

{

0 for s 6= r,

1 for s = r.
(5.14)

Для того, чтобы убедиться в справедливости (5.14) доста-
точно перейти от операторов fs(a) к их матрицам F (a, s) и
воспользоваться соотношением ортогональности (4.7).
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Теперь рассмотрим разложение (4.13). В соответствии с
(4.13) пространство V есть прямая сумма неприводимых под-
пространств V = V1⊕ . . .⊕Vν , причем сужение представления
ϕ на каждое такое подпространство изоморфно некоторому
неприводимому представлению из полного списка f1, . . . , fr:

ϕ
Vq

∼= fr(q). (5.15)

Подставив (5.15) в формулу (5.7) и учитывая (5.14), находим,
что V (r) есть сумма тех подпространств Vq в разложении
V = V1 ⊕ . . .⊕ Vν , для которых r(q) = r. Число таких подпро-
странств равно kr, а сужение ϕ на каждое из них изоморфно
fr . Теорема 5.2 доказана.

Согласно теореме 5.2 операторы P (r) дают конструктив-
ный способ построения разложения (4.14). А само такое раз-
ложение определено однозначно с точностью до перестановки
слагаемых.

Рассмотрим отдельное подпространство V (r), отвечающее
компоненте kr fr в разложении (4.14). В случае kr = 0 под-
пространство V (r) = {0} тривиально. В случае kr = 1 под-
пространство V (r) неприводимо, оно не требует дальнейшего
разложения. Остается случай kr > 1, который требует от-
дельного рассмотрения. В этом случае подпространство V (r)
раскладывается в сумму неприводимых подпространств

V (r) =

kr
⊕

q=1

Wq, где dimWq = nr . (5.16)

В отличие от разложения (5.13), разложение (5.16) не являет-
ся однозначно определенным. Один из способов построения
такого разложения связан с использованием операторов P i

i (r),
сумма которых дает P (r) в соответствии с формулой (5.7). Из
(5.11) для этих операторов имеем

P i
i (r)2 = P i

i (r), P i
i (r) ◦P j

j (r) = 0 при i 6= j. (5.17)
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Суммирования по i и j в этих формулах нет. Из (5.17) видим,
что операторы P i

i (r), i = 1, . . . , nr также образуют полное
согласованное семейство проекторов. Они определяют разло-
жение V (r) в прямую сумму более мелких подпространств:

V (r) =

nr
⊕

i=1

Vi(r). (5.18)

Операторы проектирования P i
i (r) не коммутируют с ϕ(g).

Поэтому подпространства Vi(i) = ImP i
i (r) в полученном раз-

ложении (5.18) не являются инвариантными для представле-
ния ϕ. Указанную трудность можно преодолеть. Для этого
воспользуемся следующими соотношениями, которые легко
выводятся из (5.11):

P k
k (r) ◦P i

k(r) = P i
k(r), P i

k(r) ◦P i
i (r) = P i

k(r), (5.19)

P k
i (r) ◦P i

k(r) = P i
i (r), P i

k(r) ◦P k
i (r) = P k

k (r). (5.20)

Теорема 5.3. При i 6= k оператор P i
k(r) осуществляет би-

ективное отображение из Vi(r) в Vk(r).

Доказательство теоремы 5.3 основано на формулах (5.19)
и (5.20). Действительно, пусть v ∈ Vi(r) и пусть u = P i

k(r)v.
Тогда из первого соотношения (5.19) имеем P k

k u = u. Сле-
довательно, u ∈ Vk(r), т. е. P i

k(r) отображает Vi(r) в Vk(r).
Отображение P i

k(r) : Vi(r) → Vk(r) биективно, ибо оно обрати-
мо. Согласно (5.20) обратным к нему является отображение
P k

i (r) : Vk(r) → Vi(r).
Немедленным следствием доказанной теоремы 5.3 являет-

ся совпадение размерностей dimVi(r) = dimVk(r). Тогда из
разложений (5.16) и (5.18) имеем

dimV (r) = kr nr, dimV (r) = nr dimVi(r).

Сравнивая эти формулы для размерности V (r), находим

dimVi(r) = kr, i = 1, . . . , nr.
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Пространства V1, . . . , Vnr
связаны отображениями P i

k(r). He-
трудно проверить, что следующая диаграмма коммутативна:

(5.21)

Это вытекает из соотношения P j
k (r) ◦P i

j (r) = P i
k(r), которое

выводится из (5.11). Выберем базис e1
1(r), . . . , e

1
kr

(r) в про-
странстве V1(r) и перенесем его в пространство V(r) при по-

мощи отображения P 1
i (r):

ei
1(r) = P 1

i (r)e1
1(r), . . . , ei

kr
(r) = P 1

i (r)e1
kr

(r).

В силу коммутативности диаграммы (5.21) получаем

P i
ke

i
s(r) = ek

s(r), s = 1, . . . , kr. (5.22)

Вся совокупность векторов ei
s(r), i = 1, . . . , nr, s = 1, . . . , kr

линейно независима, ибо сумма подпространств в (5.18) пря-
мая. Рассмотрим новые подпространства, определив их как
линейные оболочки следующих систем векторов:

Us(r) = 〈e1
s(r), . . . , e

nr
s (r)〉, s = 1, . . . , kr. (5.23)

В силу (5.22) каждое из подпространств (5.23) инвариантно
относительно действия операторов P k

i (r). Но имеет место и
более сильное утверждение.
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Теорема 5.4. Пространство Us(r) из (5.23) является инва-
риантным подпространством представления (ϕ,G, V ), причем
Us(r) неприводимо и сужение ϕ на Us(r) изоморфно fr .

Для доказательства инвариантности Us(r) относительно ϕ
воспользуемся соотношением (5.3), которое мы доказали в
самом начале параграфа. С его помощью выводим

ϕ(g)ei
s(r) = ϕ(g)P 1

i (r)e1
s(r) =

=

nr
∑

q=1

F q
i (g, r)P 1

q (r)e1
s(r) =

nr
∑

q=1

F q
i (g, r)eq

s(r).
(5.24)

Выписанное соотношение (5.24) не только доказывает инва-
риантность Us(r) относительно операторов ϕ(g). Из него
видим, что матрица оператора ϕ(g) в базисе e1

s(r), . . . , e
nr
s (r)

совпадает с матрицей оператора fr(g). Второе утверждение
теоремы 5.4 также доказано.

В итоге мы указали конструктивный способ построения
разложения пространства V :

V =

m
⊕

r=1

kr
⊕

s=1

Us(r),

соответствующего разложению (4.14) представления ϕ(g) на
неприводимые компоненты.
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